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1. Общие теоремы о равномерной сходимости и перестановках предельных переходов

1 Общие теоремы о равномерной сходимости и пе-
рестановках предельных переходов

Определение. Метрическое пространство (Z,d) называется полным, если любая
последовательность Коши из его элементов имеет предел.

Определение. Пусть Y, Z — хаусдорфовы топологические пространства, B ⊂ Y,
(B ∈ Y — предельная точка для B, f : B → Z, L ∈ Z. Тогда будем писать, что f → L

при x → (B , если для любой окрестности U (L) 3 L в Z существует окрестность в
U ((B) 3 (B в Y такая, что f

( ¤U ((B) ∩ B
)
⊂ U (L).

Определение. Пусть X, Y — хаусдорфовы топологические пространства, (Z,d)
— метрическое пространство, A ⊂ X, B ⊂ Y, (A — предельная точка для A, (B —
предельная точка для B. Пусть f : A × B → Z. Будем писать, что f(w, x) ⇒ %(w) при
x → (B равномерно по w ∈ A, если ∀� > 0 ∃U ((B) — окрестность (B такая, что

d
(
f(w, x),%(w)

)
< � ∀x ∈ ¤U ((B) ∩ B ∀w ∈ A. (1.1)

Замечание. В предыдущем семестре изучали случай, когда Z = R, X ⊂ R и Y = N ∪
{+∞}.

Замечание. R ∪ {±∞}, N ∪ {+∞}— хаусдорфовы топологические пространства (на
них естественным образом задается порядковая топология).

Утверждение 1.1 (критерий Коши, общая версия). Пусть Y — хаусдорфово то-
пологическое пространство, (Z,d) — полное метрическое пространство, B ⊂ Y, (B —
предельная точка для B, f : B → Z. Тогда следующие условия равносильны:

1. ∃ lim
x→(B

f(x);

2. ∀� > 0 ∃U ((B) — окрестность (B такая, что

d
(
f(x1),f(x2)

)
< � ∀x1, x2 ∈ ¤U ((B) ∩ B. (1.2)

Доказательство.

=⇒ Пусть f(x) → L при x → (B . Тогда по определению сходимости

∀� > 0 ∃U ((B) 3 (B : d
(
f(x),L

)
< �

2 ∀x ∈ ¤U ((B) ∩ B. (1.3)

Значит,

∀x1, x2 ∈ ¤U ((B) ∩ B : d
(
f(x1),f(x2)

)
< d

(
f(x1),L

)
+ d

(
L,f(x2)

)
< �. (1.4)

⇐= Рассмотрим множество окрестностей{
U1

m
((B)

}
m∈N

: d
(
f(x1),f(x2)

)
<
1
m

∀x1, x2 ∈ ¤U1
m
((B) ∩ B ∀m ∈ N. (1.5)
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1. Общие теоремы о равномерной сходимости и перестановках предельных переходов

Пусть {xm}—последовательность в B такая, что xm ∈ ¤U1
m
((B) ∀m ∈ N. Тогда ясно,

что {f(xm)}—последовательность Коши, а значит мы можем воспользоваться
полнотой Z:

d
(
f(xm),f(xl)

)
<

1
min(l,m) =⇒ ∃L ∈ Z : f(xm) → L. (1.6)

Осталось заметить, что

∀x ∈ ¤U1
m
((B) ∩ B : d

(
f(x),L

)
6 d

(
f(x),f(xm)

)
+ d

(
f(xm),L

)
6
1
m
+ �m, (1.7)

где �m → 0. Значит f(x) → L при x → (B . �

Утверждение 1.2 (критерий Коши равномерной сходимости, общая версия).
Пусть X, Y — хаусдорфовы топологические пространства, (Z,d) —полное метриче-
ское пространство. Пусть A ⊂ X, B ⊂ Y, (B —предельная точка для B,
f : A × B → Z. Тогда следующие условия равносильны:

1. f(w, x) ⇒ %(w) при x → (B равномерно по w ∈ A.

2. ∀� > 0 ∃U ((B) — окрестность (B такая, что

d
(
f(w, x1),f(w, x2)

)
< � ∀x1, x2 ∈ ¤U ((B) ∩ B ∀w ∈ A. (1.8)

Доказательство.

=⇒ По свойству (1) имеем

d
(
f(w, x1),f(w, x2)

)
6 d

(
f(w, x1),%(w)

)
+ d

(
f(w, x2),%(w)

)
<

�

2
+ �

2
= �

в U ((B) ∩ B ∀w ∈ A.

⇐= Для каждого w ∈ A к x ↦→ f(w, x) можно применить обычный критерий Коши,
а значит ∃%(w) : f(w, x) → %(w) при x → (B ∀w ∈ A.Но из неравенства (1.8) сле-
дует, что f(w, x) ⇒ %(w) при x → (B ∀w ∈ A, так как можно перейти к пределу
x2 → (B . �

Теорема 1.3. Пусть X, Y — хаусдорфовы топологические пространства, Z — пол-
ное метрическое пространство, A ⊂ X, B ⊂ Y, (A — предельная точка для A, (B —
предельная точка для B, f : A × B → Z. Пусть f(w, x) → %(w) при x → (B ∀w ∈ A,

f(w, x) → '(x) при w → (A ∀x ∈ B, причем хотя одна из этих сходимостей равно-
мерна. Тогда

∃ lim
w→(A

lim
x→(B

f(w, x) = lim
x→(B

lim
w→(A

f(w, x) = lim
w→(A
x→(B

f(w, x). (1.9)

Доказательство. Не умаляя общности предположим, что f(w, x) ⇒ %(w) при
x → (B ∀w ∈ A. По определению это значит, что

∀� > 0 ∃U ((B) : d
(
f(w, x),%(w)

)
< � ∀x ∈ ¤U ((B) ∩ B ∀w ∈ A. (1.10)
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1. Общие теоремы о равномерной сходимости и перестановках предельных переходов

Тогда если x0 ∈ ¤U ((B) ∩ B, то

d
(
%(w1),%(w2)

)
6 d

(
%(w1),f(w1, x0)

)
+ d

(
f(w1, x0),f(w2, x0)

)
+ d

(
f(w2, x0),%(w2)

)
6 2� + d

(
f(w1, x0),f(w2, x0)

)
∀w1,w2 ∈ A. (1.11)

По критерию Коши для отображения w ↦→ f(w, x0):

∃U ((A) : d
(
f(w1, x0),f(w2, x0)

)
< � ∀w1,w2 ∈ ¤U ((A). (1.12)

В сочетании с предыдущим неравенством получаем, что

∀� > 0 ∃U ((A) : d
(
%(w1),%(w2)

)
< 3� ∀w1,w2 ∈ ¤U ((A). (1.13)

Значит мы можем применить критерий Коши к %: ∃L ∈ Z : %(w) → L при w → (A. В
частности,

∃ lim
w→(A

lim
x→(B

f(w, x) = L. (1.14)

Переходя к пределу по w → (A в неравенстве d
(
f(w, x),%(w)

)
< � получаем, что

d
(
'(x),L

)
6 � ∀x ∈ ¤U ((B) ∩ B =⇒ '(x) → L при x → (B , (1.15)

а значит
∃ lim

x→(B

lim
w→(A

f(w, x) = L. (1.16)

Кроме того,
d
(
f(w, x),L

)
6 d

(
f(w, x),%(w)

)
+ d

(
%(w),L

)
< 2�, (1.17)

если x ∈ ¤U ((B) ∩ B и w ∈ ¤U ((A) ∩ A. Значит ∀� > 0 окрестность ¤U ((A) × ¤U ((B) точки
((A,(B) ∈ X × Y такова, что

d
(
f(w, x),L

)
6 2� ∀w, x ∈ ( ¤U ((A) × ¤U ((B)) ∩ (A × B), (1.18)

а значит
∃ lim

w→(A
x→(B

f(w, x) = L. (1.19)

�

Теорема 1.4 (Стокса-Зейделя, общая версия). Пусть X, Y — хаусдорфовы топо-
логические пространства, Z —полное метрическое пространство, B ⊂ Y, (B —пре-
дельная точка для B, w0 ∈ X, f : X × B → Z такое, что

1. w ↦→ f(w, x) непрерывно ∀x в точке w0 ∈ X;

2. f(w, x) ⇒ %(w) при x → (B ∀w ∈ X.

Тогда % непрерывно в точке w0.

Доказательство. % непрерывно в w0 ⇐⇒ ∃ lim
w→w0

%(w) = %(w0). Осталось заметить,
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1. Общие теоремы о равномерной сходимости и перестановках предельных переходов

что

lim
w→w0

%(w) = [по условию 2]

= lim
w→w0

lim
x→(B

f(w, x) = [по предыдущей теореме]

= lim
x→(B

lim
w→w0

f(w, x) = [по условию 1]

= lim
x→(B

f(w0, x) = [по условию 2]

= %(w0). �

Пример 1.1. Пусть fs, f ∈ C (R), lim
w→±∞

fs (w) = 0 ∀s ∈ N. Пусть также

sup
w∈R

��f(w) − fs (w)
�� → 0 при s → +∞. (1.20)

Тогда ∃ lim
w→±∞

f(w) = 0. Действительно, можно применить предыдущую теорему с
параметрами X = R ∪ {±∞}, Y = [0,+∞], Z = R, %(w) = f(w).

Теорема 1.5 (дифференцируемость предельнойфункции). Пусть Y —хаусдор-
фово топологическое пространство, X = (a , b) ⊂ R, Z = R, (B — предельная точка
B ⊂ Y, f : X × Y → Z таково, что

1. w ↦→ f(w, x) непрерывно дифференцируемо по w ∀x ∈ Y;

2.
)f

)w
(w, x) ⇒ %(w) при x → (B ;

3. f(w, x) → F (w) при x → (B , w ∈ (a , b).

Тогда F ∈ C1(a , b) и F′(w) = %(w) при w ∈ (a , b).

Доказательство. Зафиксируем w0 ∈ (a , b) и рассмотрим функцию

W (w, x) = f(w, x) − f(w0, x)
w − w0

, (1.21)

где w ∈ (a , b), x ∈ B. Тогда:

• W (w, x) → )f

)w
(w0, x) при w → w0, x ∈ B по условию (1).

• W (w, x) ⇒ F (w) − F (w0)
w − w0

при x → (B .

Действительно, поточечная сходимостьW (w, x) → F (w) − F (w0)
w − w0

при x → (B следует

из свойства (3), поэтому надо лишь проверить, что эта сходимость равномерна по w ∈
(a , b). По теореме Лагранжа, для любых w ∈ (a , b), x1, x2 ∈ B справедливо равенство

W (w, x1) −W (w, x2) =
(
f(w, x1) − f(w, x2)

)
−

(
f(w0, x1) − f(w0, x2)

)
w − w0

(1.22)
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2. Собственные интегралы, зависящие от параметра

=
)f

)w
(�, x1) −

)f

)w
(�, x2) (1.23)

для некоторой точки � на отрезке с концами w0, w. По условию (2), производные
)f

)w
сходятся равномерно при x → (B . Значит, выполнение равномерного крите-

рия Коши для
)f

)w
влечет выполнение равномерного критерия Коши дляW, то есть

W (w, x) ⇒ F (w) − F (w0)
w − w0

при x → (B . Из теоремы о перестановке предельных перехо-
дов получаем, что

∃ lim
w→w0

lim
x→(B

W (w, x) = lim
w→w0

F (w) − F (w0)
w − w0

= F′(w0), (1.24)

причем
F′(w0) = lim

x→(B

lim
w→w0

W (w, x) = lim
x→(B

%(w0) = %(w0), (1.25)

что завершает доказательство. �

2 Собственныеинтегралы, зависящие от параметра

Определение. Собственным интегралом называется интеграл

b∫
a

f(w) dw, (2.1)

где f ∈ R[a , b].

Утверждение 2.1. Пусть a , b, c,d ∈ R, f ∈ C ( [a , b] × [c,d]), t ∈ [c,d],

Sm (t) =
m∑

j=1
f(wj,t)∆j, (2.2)

где w1, . . . ,wm+1 — разбиение [a , b] на равные отрезки, ∆j = wj+1 − wj = b−a
m . Тогда

Sm ⇒

b∫
a

f(w,t) dw (2.3)

равномерно по t ∈ [c,d] при m → ∞.

Доказательство.������ Sm (t) −
b∫

a

f(w,t) dw

������ 6 m∑
j=1

������f(wj,t) − 1
∆j

wj+1∫
wj

f(w,t) dw

������∆j =

= [по интегральной теореме о среднем] =
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2. Собственные интегралы, зависящие от параметра

=
∑��f(wj,t) − f(�j,t)

��∆j 6 (b − a) sup
|w−x |6 b−a

m

|f(x,t) − f(w,t) |,

где sup
|w−x |6 b−a

m

|f(x,t) − f(w,t) | равномерно сходится к нулю по t ∈ [c,d] при m → ∞,

так как f ∈ C ( [a , b] × [c,d]). �

Следствие 2.2. Если f ∈ C ( [a , b] × [c,d]), то отображение

F : t ↦→
b∫

a

f(w,t) dw (2.4)

непрерывно на [c,d].

Доказательство. Sm ∈ C [c,d], Sm ⇒ F, а значит по теореме Стокса-Зейделя
F ∈ C [c,d]. �

Следствие2.3. Пустьf ∈ C ( [a , b] × [c,d]), ∀w ∈ [a , b] отображениеt ↦→ f(w,t) непре-
рывно дифференцируемо на [c,d] и )f/)t ∈ C ( [a , b] × [c,d]). Тогда отображение F
из предыдущего следствия лежит в C1 [c,d], причем

F′(t) =
b∫

a

)f

)t
(w,t) dw. (2.5)

Доказательство. Sm (t) → F (t) на [c,d], и

S′m ⇒

b∫
a

)f

)t
(w,t) dw (2.6)

равномерно по t ∈ [c,d], так как )f/)t ∈ C ( [a , b] × [c,d]). Значит F ∈ C1 [c,d] и

F′(t) = lim
m→∞

S′m (t) =
b∫

a

)f

)t
(w,t) dw. (2.7)

�

Следствие 2.4. Если f ∈ C
(
[a , b] × [c,d]

)
, то

b∫
a

d∫
c

f(w, x) dx dw =

d∫
c

b∫
a

f(w, x) dw dx. (2.8)

Доказательство. Двойные интегралы существуют, так как по первому следствию
d∫
c

f(w, x) dx и
b∫
a

f(w, x) dw—непрерывные функции. Обозначим

G(t) =
t∫

a

d∫
c

f(w, x) dx dw, (2.9)

6



2. Собственные интегралы, зависящие от параметра

G̃(t) =
d∫

c

t∫
a

f(w, x) dw dx. (2.10)

Продифференцируем:

G′(t) =
d∫

c

f(t, x) dx, (2.11)

G̃′(t) =
d∫

c

©­«
t∫

a

f(w, x) dwª®¬
′

dx =

d∫
c

f(t, x) dx. (2.12)

В последнем равенстве мы воспользовались предыдущим следствием для непре-

рывно дифференцируемой функции t ↦→
t∫
a

f(w, x) dw. Значит (G − G̃)′ = 0, то есть

G = G̃ + c для некоторого c ∈ R. Однако G(a) = G̃(a) = 0, откуда получаем c = 0 и G =

G̃. �

Утверждение 2.5. Пусть f ∈ C ( [a , b] × [c,d]), причем

∃)f
)x

(w, x) ∈ C ( [a , b] × [c,d]),

даны функции �, � ∈ C1 [c,d] такие, что:
• �(s) 6 �(s) ∀s ∈ [c,d];

• �( [c,d]) ⊂ [a , b], �( [c,d]) ⊂ [a , b].
Тогда

F (t) =
�(t)∫

�(t)

f(w,t) dw (2.13)

лежит в C1 [c,d] и

F′(t) = �′(t)f
(
�(t),t

)
− �′(t)f

(
�(t),t

)
+

�(t)∫
�(t)

)f

)t
(w,t) dw. (2.14)

Доказательство. Обозначим

Φ(s1, s2, s3) =
s2∫

s1

f(w, s3) dw. (2.15)

Тогда, как нетрудно заметить, F (t) = Φ
(
�(t), �(t),t

)
. Кроме того,

)Φ

)sj
∈ C ( [a , b] × [a , b] × [c,d]) ∀j ∈ {1, 2, 3} (2.16)
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3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

(для s1 и s2 это очевидно, а для s3 следует из условия на непрерывную дифференцируе-
мость по второй координате). Значит Φ ∈ C1( [a , b] × [a , b] × [c,d]) и, соответственно,
F ∈ C1 [c,d]. Осталось применить определение производной и цепное правило:

F′(t) = )Φ

)s1

(
�(t), �(t),t

)
· �′(t) + )Φ

)s2

(
�(t), �(t),t

)
· �′(t) + )Φ

)s3

(
�(t), �(t),t

)
= −f

(
�(t),t

)
· �′(t) + f

(
�(t),t

)
· �(t) +

�(t)∫
�(t)

)f

)t
(w,t) dw, (2.17)

что и требовалось. �

3 Несобственныеинтегралы, зависящиеотпарамет-
ра

Определение. Пусть [a ,() —промежуток R, где ( ∈ R ∪ {+∞}, f ∈ R[a , b]
∀b ∈ R : [a , b] ⊂ [a ,(). Если

∃ lim
b→(

b∫
a

f(w) dw, (3.1)

то такой предел называется несобственным интегралом функции f по [a ,() с осо-
бенностью в точке (.

Определение. Пусть f = f(w,t) : [a ,() × [c, (̃) → R и для каждого t ∈ [c, (̃) суще-

ствует несобственный интеграл
(∫
a

f(w,t) dw с особенностью в точке (. Будем гово-

рить, что
(∫
a

f(w,t) dw сходится равномерно (c особенностью в точке () по параметру

t ∈ [c, (̃), если

∀� > 0 ∃B ∈ R :

������
(∫

b

f(w,t) dw

������ < � ∀b > B, ∀t ∈ [c, (̃).

Утверждение 3.1 (критерий Коши). Пусть f : [a ,() × [c, (̃) → R,
∀t ∈ [c,() ∀a 6 b < ( w ↦→ f(w,t) ∈ R[a , b]. Тогда следующие условия равносильны:

1.
(∫
a

f(w,t) dw сходится равномерно по t ∈ [c, (̃);

2. ∀� > 0 ∃B ∈ [a ,() : ∀b1, b2 ∈ [B,()

������
b2∫

b1

f(w,t) dw

������ < � ∀t ∈ [c, (̃).
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3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

Доказательство. Обозначим

Fb : t ↦→
b∫

a

f(w,t) dw, t ∈ [c, (̃). (3.2)

По определению равномерная сходимость интеграла
(∫
a

f(w,t) dw по t равносиль-

на тому, что Fb сходится равномерно по t при b → (. Применяя критерий Коши
равномерной сходимости для функции Fb получаем равносильность 1 и 2. �

Утверждение3.2 (признакВейерштрассаравномернойсходимости). Если |f(w,t) | 6

g(w) ∀t ∈ E для некоторой функции g(w) такой, что интеграл
(∫

a

g(w) dw сходится, то

(∫
a

f(w,t) dw сходится равномерно по t ∈ E ⊂ R.

Доказательство. ∀b1, b2

������
b2∫

b1

f(w,t) dw

������ 6
b2∫

b1

g(w) dw.Осталось применить критерий

Коши к g. �

Утверждение 3.3 (признак Абеля-Дирихле). Определим условия �1, �1, �2, �2 на
функции f(w,t) и g(w,t) следующим образом:

(�1)

������
w∫

a

f(s,t) ds

������ 6 c ∀t ∈ E;

(�1) g(s,t) монотонно убывает по s ∈ [a ,() при каждом t ∈ E, g(s,t) ⇒ 0 при s → (

равномерно по t ∈ E;

(�2)
(∫

a

f(w,t) dw сходится равномерно по t ∈ E;

(�2) g(s,t) монотонна по s ∈ [a ,() при каждом t ∈ E и |g(s,t) | 6 c ∀s ∈ [a ,() ∀t ∈ E.

Тогда если одновременно выполнены �1 и �1 или �2 и �2, то
(∫

a

f(w,t)g(w,t) dw

равномерно сходится по t.

Доказательство. Будем доказывать для случая f(w,t) ∈ C1 [a ,(), g(w,t) ∈ C1 [a ,()
∀t ∈ E, когда выполнены условия (�1) и (�1). Заметим, что для всех (1 ∈ [a ,() и
a1 ∈ [a ,(1) выполнено

(1∫
a1

f(w,t)g(w,t) dw =

(1∫
a1

©­«
w∫

a1

f(s,t) dsª®¬
′

w

g(w,t) dw = (3.3)

9



3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

=

w∫
a1

f(s,t) ds · g(w,t)

������
(1

a1

−
(1∫

a1

©­«
w∫

a1

f(s,t) dsª®¬ · g′(w,t) dw. (3.4)

Поэтому интеграл можно оценить следующим образом (используем условие �1):������
(1∫

a1

f(w,t)g(w,t) dw

������ 6 2c1 · sup
s∈[a1,(1)

t∈E

|g(s,t) | + c

(1∫
a1

(
−g′(w,t)

)
dw. (3.5)

Заметим, что:

• sup
s∈[a1,(1)

t∈E

��g(s,t)��⇒ 0 при a1,(1 → ( по условию �1;

• поскольку g(w,t) монотонно убывает, g′(w,t) 6 0, а значит

(1∫
a1

−g′(w,t) dw > 0; (3.6)

•
(1∫

a1

−g′(w,t) dw = −
(
g((1,t) − g(a1,t)

)
⇒ 0 при a1,(1 → (попредыдущемупунк-

ту и условию �1.

Осталось применить критерий Коши равномерной сходимости.

Доказательство теоремы при выполнении условий (�2) и (�2) оставляется читате-

лю в качестве упражнения. Для этого нужно использовать функцию
(∫
w

f(w,t) dw. �

Лемма 3.4. Пусть g ∈ C ( [a ,() × [c, (̃)). Пусть
(∫
a

g(w, s) dw сходится равномерно по

s ∈ [c, (̃). Тогда отображение F : s ↦→
(∫
a

g(w, s) dw непрерывно.

Доказательство. Рассмотримфункцию Fb : s ↦→
b∫
a

g(w, s) dw.По условию Fb ⇒ F рав-

номернопо s ∈ [c, (̃) иFb ∈ C [c, (̃) по следствиюдля собственныхинтегралов. Значит,
по теореме Стокса-Зейделя F ∈ C [c, (̃). �

Теорема 3.5 (Абеля). Пусть f ∈ C [0,+∞),
∞∫
0
f(w) dw сходится. Тогда

∃ lim
s→0+

∞∫
0

f(w)e−sw dw =

∞∫
0

f(w) dw. (3.7)
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3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

Доказательство. Применим признак Абеля-Дирихле, чтобы показать, что
∞∫

0

f(w)e−sw dw сходится равномерно по s ∈ [0,+∞). Действительно:

(�2)
∞∫

0

f(w) dw сходится;

(�2) 0 6 e−sw 6 1 ∀w, s ∈ [0,+∞).

По предыдущей теореме, F : s ↦→
∞∫
0
f(w)e−sw dw непрерывна на [0,+∞). В частности,

F (0) = lim
s→0+

F (s), что эквивалентно

∞∫
0

f(w) dw = lim
s→+0

∞∫
0

f(w)e−sw dw. (3.8)
�

Теорема 3.6. Пусть f ∈ C ( [a ,() × [c, (̃)), причем ∀w ∈ [a ,() ∃ )f

)t
(w,t) ∈ C [c, (̃) и

(∫
a

f(w,t) dw сходится ∀t,
(∫

a

)f

)t
(w,t) dw сходится равномерно по t на [c, (̃). Тогда

отображение F : t ↦→
(∫

a

f(w,t) dw лежит в C1 [c, (̃) и F′(t) =
(∫

a

)f

)t
(w,t) dw.

Доказательство. Для b ∈ [a ,() рассмотрим отображение Fb : t ↦→
b∫
a

f(w, x) dw. По

теореме о дифференцировании собственных интегралов, Fb ∈ C1 [c, (̃) и

F′
b (t) = Gb (t) =

b∫
a

)f

)t
(w,t) dw. (3.9)

Так как интеграл G(t) =
(∫

a

)f

)t
(w,t) dw сходится равномерно, то F′

b
⇒ G на [c, (̃) при

b → (. Значит к {Fb}b>a можно применить общую теорему о дифференцируемости
предельной функции, а значит F ∈ C1 [c, (̃), F′(t) = lim

b→(
F′
b (t) = G(t) ∀t ∈ [c, (̃). �

Утверждение 3.7. ∫
R

sinw
w

dw = �. (3.10)

Доказательство. Разобьем доказательство на несколько шагов.

1. Этот интеграл сходится по признаку Абеля-Пуассона.
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3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

2. Под интегралом стоит четная функция, а потому можно его разбить на две
равные части и применить теорему Абеля:∫

R

sinw
w

dw = 2
∞∫

0

sinw
w

dw = 2 lim
s→+0

∞∫
0

sinw
w

e−sw dw. (3.11)

Обозначим

I (s) ··=
∞∫

0

sinw
w

e−sw dw. (3.12)

Хотим вычислить его производную. Для этого нужно проверить равномерную
сходимость интеграла

−
∞∫

0

sinwe−sw dw ?
= I′(s) (3.13)

на любом промежутке вида [s0,+∞), s0 > 0. Это можно сделать по признаку
Вейерштрасса:

|sinwe−sw | 6 e−s0w ∀s > s0, w ∈ R, (3.14)

а
∞∫

0

e−s0w dw < ∞.

3. Вычислим I′(s) (интегрируем по частям):

−I′(s) =
∞∫

0

sinwe−sw dw = − coswe−sw
���∞
0
+

∞∫
0

cosw(−s)e−sw dw (3.15)

= 1 + sinw(−s)e−sw
���∞
0
−

∞∫
0

sinw(s2)e−sw dw (3.16)

= 1 + s2I′(s), (3.17)

откуда
−I′(s) = 1

1 + s2
, −I (s) = arctan s + c. (3.18)

Осталось вычислить константу. Для этого удобно устремить s к бесконечности:
очевидно, что I (∞) = 0, а arctan(∞) = �/2, откуда следует, что c = −�/2. Таким
образом,

I (s) = �

2
− arctan s, (3.19)

в частности,

I (0) =
∞∫

0

sinw
w

dw =
�

2
, (3.20)

откуда следует исходное утверждение.
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3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

�

Теорема 3.8. Пусть f ∈ C ( [a ,() × [c, (̃)),

(∫
a

f(w, x) dw сходится равномерно по x ∈ [c, (̃),

(̃∫
c

f(w, x) dx сходится равномерно по w ∈ [a ,().

Тогда если сходится один из интегралов
(∫

a

(̃∫
c

|f(w, x) | dx dw или
(̃∫

c

(∫
a

|f(w, x) | dw dx,

то сходятся оба и
(∫

a

(̃∫
c

f(w, x) dx dw =

(̃∫
c

(∫
a

f(w, x) dw dx. (3.21)

Доказательство. Не умаляя общности, скажем, что

F =

(∫
a

(̃∫
c

|f(w, x) | dx dw < ∞,

и определим

F (t) ··=
(∫

a

t∫
c

f(w, x) dx dw, (3.22)

F̃ (t) ··=
t∫

c

(∫
a

f(w, x) dw dx. (3.23)

F̃ определена корректно, так как
(∫
a

f(w, x) dw—непрерывная функция по x, а [c,t]

— отрезок. F определена корректно по критерию Коши:������
b2∫

b1

t∫
c

f(w, x) dx dw

������ 6
b2∫

b1

(̃∫
c

|f(w, x) | dx dw < �. (3.24)

F ∈ C1 [c, (̃), так как

(∫
a

©­«
t∫

c

f(w, x) dxª®¬
′

t

dw =

(∫
a

f(w,t) dw, (3.25)

а последний интеграл сходится равномерно по предположению. Непрерывная диф-
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3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

ференцируемость F̃ очевидна. Получаем

F′(t) =
(∫

a

f(w,t) dw, (3.26)

F̃′(t) =
(∫

a

f(w,t) dw, (3.27)

откудаF (t) = F̃ (t) + c1. ПосколькуF (c) = F̃ (c) = 0, c1 = 0иF (t) = F̃ (t) ∀t ∈ [c, (̃).По

условию,
t∫
c

f(w, x) dx ⇒
(∫
c

f(w, x) dx, откуда

∃ lim
t→(̃

(∫
a

t∫
c

f(w, x) dx dw =

(∫
a

(̃∫
c

f(w, x) dx dw = lim
t→(

F̃ (t). (3.28)

По равенству F и F̃ получаем, что

lim
t→(

F̃ (t) =
(̃∫

c

(∫
a

f(w, x) dx dw =

(∫
a

(̃∫
c

f(w, x) dx dw, (3.29)

что и требовалось. �

Замечание.
(∫

a

(̃∫
c

f(w, x) dx dw

существует по критерию Коши (см. предыдущее доказательство). Далее смотрим
обоснование предыдущего перехода в доказательстве теоремы Абеля.

Пример 3.1 (интеграл Эйлера-Пуассона).∫
R

e−w
2
dw =

√
�.

(последующее доказательство неверно, см. знак вопроса) Пусть I =
∞∫
0
e−w

2 dw. Тогда

I = [w = sx] = s

∞∫
0

e−s
2x2 dx,

I2 =

∞∫
0

e−w
2
dw

∞∫
0

e−x
2
dx

14



3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

=

∞∫
0

e−w
2 ©­«

∞∫
0

e−x
2
dxª®¬ dw

=

∞∫
0

e−w
2 ©­«w

∞∫
0

e−w
2x2 dxª®¬ dw

=

∞∫
0

©­«
∞∫

0

we−w
2x2−w2 dxª®¬ dw

= [?] =
∞∫

0

©­«
∞∫

0

we−w
2 (x2+1) dwª®¬ dx

=

∞∫
0

1
2

(
1

x2 + 1

)
dx =

1
2
· �
2
=
�

4
.

Значит I2 = �
4 =⇒ I =

√
�
2 =⇒

∫
=
√
�. Осталось проверить [?], что

1.
∞∫
0
we−w

2 (x2+1) dw сходится равномерно по [0,+∞).

2.
∞∫
0
we−w

2 (x2+1) dx сходится равномерно по w ∈ [0,+∞).

Докажем:

1. ���we−w2 (x2+1) ��� = we−w
2 (x2+1) 6 we−w

2 ∀x ∈ [0,+∞).
∞∫

0

we−w
2
dw < ∞ =⇒

по признаку Вейерштрасса.

2. Нужно проверить, что ∀� > 0 ∃M = M (�) : w
∞∫

M

e−w
2 (x2+1) dx < � ∀w ∈ [0,+∞).

w

∞∫
M

e−w
2 (x2+1) dx 6 w

∞∫
M

e−w
2x2 dx = [s = wx] =

∞∫
Mw

e−s
2
ds < �.

При большихM равномерно по w ∈ [0,+∞). Очевидно, это неверно, поэтому
переставить интегралы с помощью доказанной ранее теоремы не получится.
Тем не менее, результат верен за счет следующей теоремы:

Теорема 3.9 (Фубини). Пусть f, g ∈ R[a , b] ∀b ∈ [a ,() и пусть

∃
(∫

a

©­«
(∫

a

|f(w, x) | dwª®¬ dx.
15



4. Эйлеровы интегралы

Тогда

∃
(∫

a

(∫
a

f(w, x) dw dx =

(∫
a

(∫
a

f(w, x) dx dw.

Доказательство. (в следующем семестре) �

4 Эйлеровы интегралы

Определение. Определим бета-функцию и гамма-функцию:

B (w, x) =
1∫

0

sw−1(1 − s)x−1 ds, w, x > 0, (4.1)

Γ(w) =
∞∫

0

sw−1e−s ds, w > 0. (4.2)

Утверждение 4.1 (элементарные свойства гамма-функции).

1. Γ(1) = 1;

2. Γ(w + 1) = wΓ(w) ∀w > 0;

3. Γ(m + 1) = m! ∀m ∈ N0;

4. Γ ∈ C∞(0,+∞), причем

Γ(m) (w) =
∞∫

0

(log s)msw−1e−s ds. (4.3)

5. Γ выпукла на (0,+∞).

Доказательство.

1. Γ(1) =
∞∫

0

e−s ds = −e−s
��∞
0 = 1.

2. Γ(w + 1) =
∞∫

0

swe−s ds = −sw (e−s)′
��∞
0 + w

∞∫
0

sw−1e−s ds = 0 + wΓ(w).

3. Очевидным образом следует из первых двух свойств.
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4. Эйлеровы интегралы

4. Γ ∈ C (0,+∞), так как интеграл
∞∫

0

sw−1e−s ds сходится равномерно на любом про-

межутке [w0,w0 + 1] ∀w0 > 0. Осталось заметить, что

Γ(m) (w) =
∞∫

0

(log s)msw−1e−s ds,

так как все такие интегралы сходятся равномерно по w ∈ [w0,w0 + 1].

5. Из предыдущего пункта видно, что Γ′′ > 0 на (0,+∞), а значит
гамма-функция выпукла. �

Для доказательства более сложного свойства — логарифмической выпуклости,
нам понадобятся две следующие леммы:

Лемма 4.2 (неравенствоЮнга).

ab 6
ao

o
+ bp

p
∀o, p > 1 :

1
o
+ 1
p
= 1 ∀a , b > 0. (4.4)

Доказательство. Будем считать, что a , b > 0. (logw)′′ < 0 на (0,+∞), то есть logw —
вогнутая функция, откуда

log
(
ao

o
+ bp

p

)
>
1
o
log ao + 1

p
log bp = log (ab). (4.5)

Осталось взять экспоненту от последнего неравенства. �

Лемма 4.3 (неравенство Гельдера). Пусть v > 0, v ∈ R[a , b] ∀b < (. Тогда если
f, g ∈ R[a , b] ∀b < ( и 1

o + 1
p = 1, o, p > 1, то

(∫
a

|fg |v 6 ©­«
(∫

a

|f|ovª®¬
1
o

· ©­«
(∫

a

|g |pvª®¬
1
p

. (4.6)

Доказательство. Можно считать, что f, g,v ∈ R[a ,(), ( < ∞. Тогда по неравенству
Юнга

(∫
a

|fg |v =

(∫
a

|�f| ·
����1�g����v 6 �o

o

(∫
a

|f|ov + �p

p

(∫
a

|g|pv ∀� > 0. (4.7)

Выберем � так, что

�o
(∫

a

|f|ov =
©­«

(∫
a

|f|ovª®¬
1
o

· ©­«
(∫

a

|g |pvª®¬
1
p

= AB. (4.8)
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4. Эйлеровы интегралы

�oAo = AB, докажем, что �pBp = AB =⇒
(∫

a

|fg|v 6 1
o
AB + 1

p
AB = AB.

� =

(
AB

Ao

) 1
o

=⇒ �pBp =
(AB)

p
o

Ap
· Bp = A

p
o−pB

p
o+p. (4.9)

�

Утверждение 4.4. logΓ(w) — выпуклая функция, то есть

logΓ
(
�w + (1 − �)x

)
6 � logΓ(w) + (1 − �) logΓ(x), (4.10)

где 0 < � < 1.

Доказательство.

Γ(�w + (1 − �)x) =
∞∫

0

s�w+(1−�)x−1e−s ds 6 (4.11)

6

[
по нер-ву Гельдера для v = se−s, o =

1
�
, p =

1
1 − �

, f = s�w
]
6 (4.12)

6
©­«

∞∫
0

sw · s−1e−s dsª®¬
�

· ©­«
∞∫

0

sx · s−1e−s dsª®¬
1−�

= Γ(w)� · Γ(x)1−�. (4.13)

Осталось прологарифмировать последнее неравенство. �

Теорема 4.5 (Бора-Моллерупа). Пусть Γ̃ : (0,+∞) → (0,+∞) такая, что

1. Γ̃(1) = 1,

2. Γ̃(w + 1) = wΓ̃(w),

3. log Γ̃— выпуклая функция на (0,+∞).

Тогда Γ(w) = Γ̃(w).

Доказательство. Достаточно доказать, что Γ(w) = Γ̃(w) ∀w ∈ (0, 1). Зафиксируем w ∈
(0, 1), g : s → log Γ̃(s) ∀m ∈ N, m > 2. Тогда по выпуклости g имеем

g(m) − g(m − 1)
m − (m − 1) 6

g(m + w) − g(m)
m + w − m

6
g(m + 1) − g(m)

(m + 1) − m
. (4.14)

Значит

log
(m − 1)!
(m − 2)! 6

g(m + w) − g(m)
w

6 log
m!

(m − 1)! ⇐⇒ (4.15)

log(m − 1) 6
log

(m + w − 1) · . . . · wΓ̃(w)
(m − 1)!
w

6 logm ⇐⇒ (4.16)

18



4. Эйлеровы интегралы

(m − 1)w 6 (m + w − 1) · . . . · wΓ̃(w)
(m − 1)! 6 mw ⇐⇒ (4.17)

(m − 1)w (m − 1)!
(m + w − 1) · . . . · w 6 Γ̃(w) 6 mw (m − 1)!

(m + w − 1) · . . . · w . (4.18)

Правая часть не зависит от m, а потому можно подставить m + 1 вместо m в левую
часть.

mwm!
(m + w) (m + w − 1) · . . . · w 6 Γ̃(w) 6 mw (m − 1)!

(m + w − 1) · . . . · w . (4.19)

Обозначая правую часть за fm (w), получаем

m

m + w
fm (w) 6 Γ̃(w) 6 fm (w), (4.20)

m

m + w
fm (w) 6 Γ(w) 6 fm (w). (4.21)

Отсюда нетрудно получить оценку на частное:

m

m + w
6

Γ̃(w)
Γ(w) 6

m + w

m
∀m ∈ N. (4.22)

Устремляя m к бесконечности для каждого фиксированного w, получаем
Γ̃(w) = Γ(w). �

Утверждение 4.6 (свойства бета-функции).

1. B (w, x) = B (x,w).

2. B (w + 1, x) = w

w + x
B (w, x).

3. B (w, x) = Γ(w) · Γ(x)
Γ(w + x) . В частности,

B (m + 1,l + 1) = m!l!
(m +l + 1)! . (4.23)

Доказательство.

1. Достаточно сделать замену в интеграле: t ··= 1 − s.

2. Посчитаем B (w + 1, x) двумя способами. С одной стороны,

B (w + 1, x) =
1∫

0

sw (1 − s)x−1 ds (4.24)

=

1∫
0

sw−1
(
(s − 1) + 1

)
(1 − s)x−1 ds (4.25)

= −B (w, x + 1) + B (w, x). (4.26)
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4. Эйлеровы интегралы

С другой стороны,

B (w + 1, x) =
1∫

0

sw (1 − s)x−1 ds (4.27)

= −
1∫

0

sw
(
(1 − s)x

x

) ′
ds (4.28)

= −sw · (1 − s)x
x

����1
0
+ w

x

1∫
0

sw−1(1 − s)x ds (4.29)

=
w

x
B (w, x + 1). (4.30)

Таким образом, получаем уравнение

B (w + 1, x) = −x

w
B (w + 1, x) + B (w, x) ⇐⇒ (4.31)(

1 + x

w

)
B (w + 1, x) = B (w, x) ⇐⇒ (4.32)

B (w + 1, x) = w

w + x
B (w, x). (4.33)

3. Достаточно доказать, что

B (w, x) = Γ(w)Γ(x)
Γ(w + x) ∀w, x ∈ (1, 2). (4.34)

Действительно, B (1, 1) = 1, Γ(1) = Γ(2) = 1,

B (w + 1, x) = w

w + x
B (w, x), (4.35)

причем
Γ(w + 1)Γ(x)
Γ(w + x + 1) =

w

w + x

Γ(w)Γ(x)
Γ(w + x) . (4.36)

Осталось заметить, что B (w, x) = B (x,w) и G(w, x) = G(x,w), где

G(w, x) = Γ(w)Γ(x)
Γ(w + x) .

Зафиксируем теперь w, x ∈ (1, 2). Хотим показать, что

Γ(w + x)B (w, x) = Γ(w)Γ(x). (4.37)

Посчитаем:

Γ(w + x)B (w, x) =
∞∫

0

sw+x−1e−s ds
1∫

0

sw−1(1 − s)x−1 ds (4.38)
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=

[
s ··=

1
1 + r

, 1 − s =
r

1 + r

]
(4.39)

=
©­«

∞∫
0

sw+x−1e−s dsª®¬ · ©­«
∞∫

0

1
(1 + r)w−1+2 · rx−1

(1 + r)x−1 dr
ª®¬ (4.40)

=
©­«

∞∫
0

sw+x−1e−s dsª®¬ · ©­«
∞∫

0

rx−1

(1 + r)w+x dr
ª®¬ (4.41)

=

∞∫
0

rx−1

(1 + r)w+x
©­«

∞∫
0

sw+x−1e−s dsª®¬ dr. (4.42)

Во внутреннем интеграле сделаем замену s на t, где s = t(1 + r):

∞∫
0

sw+x−1e−s ds =
∞∫

0

tw+x−1 · (1 + r)w+x−1e−t(1+r) · (1 + r) dt,

= (1 + r)w+x
∞∫

0

tw+x−1e−t(1+r) dt.

Продолжим предыдущие равенства:

∞∫
0

©­«
∞∫

0

rx−1tw+x−1e−t(1+r) dtª®¬ dr = [?] =
∞∫

0

e−ttw+x−1 ©­«
∞∫

0

rx−1e−tr drª®¬ dt
Заменим u = tr, получаем

∞∫
0

rx−1e−tr dr =
∞∫

0

ux−1

tx−1 · e
−u du
t

=
Γ(x)
tx

.

Тогда получаем
∞∫

0

e−t
tw+x−1

tx
Γ(x) dt = Γ(w)Γ(x).

Осталось доказать, что
∞∫

0

rx−1tw+x−1e−t(1+r) dt

сходится равномерно по r ∈ [0,∞), то есть ∀� > 0 ∃M :������
∞∫

M

rx−1tw+x−1e−t(1+r) dt

������ < � ∀r ∈ [0,+∞). (4.43)
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Выберем r0 > 0 :

r
x−1
0

∞∫
0

tw+x−1e−t dt < �.

Тогда ∀r ∈ [0, r0] ∀M > 0 выполнено (4.43). Если r > r0, то

∞∫
M

. . . = [s = tr] =
∞∫

rM

rx−1
sw+x−1

rw+x−1
e−

s (1+r)
r ds 6

∞∫
rM

1
rw+1

sw+x−1e−s ds 6
1

rw+10

∞∫
Mr0

sw+x−1e−s ds < �

при большихM.

∞∫
M

rx−1tw+x−1e−t(1+r) dr =

= tw+x−1e−t
∞∫

M

rx−1e−tr dr = [s = tr] =

= tw+x−1e−t =

∞∫
M

sx−1

tx−1 e
−s ds

t
=

= tw−1e−t
∞∫

Mt

sx−1e−s ds.

Поскольку w > 1, то приt ∈ [0,t0] есть оценка< � ∀M, а еслиt > t0, тоtw−1e−t 6

c и
∞∫

Mt

sx−1e−s ds 6
∫

Mt0

sx−1e−s ds < �.

�

Пример 4.1. Из общей формулы о связи B и Γ-функций следует, что

B

(
1
2
,
1
2

)
=

(
Γ( 12 )

) 2
Γ(1) =

(
Γ

(
1
2

) ) 2
.

Воспользуемся этой формулой, чтобы вычислить интеграл Эйлера-Пуассона.

Γ

(
1
2

)
=

∞∫
0

1
√
s
e−s ds = [

√
s = t] = 2

∞∫
0

e−t
2
dt =

∫
R

e−t
2
dt.

Мы уже знаем, что интеграл в правой части равен
√
�. Однако его можно вычислить
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и с помощью B–функции.

B

(
1
2
,
1
2

)
=

1∫
0

ds
√
s
√
1 − s

= [t =
√
s] =

= 2
1∫

0

dt
√
1 − t2

= [t = sinw] = 1
2

�/2∫
0

cosw
cosw

dw = �.

Таким образом, получаем∫
R

e−t
2
dt = Γ( 12 ) =

√
B ( 12 ,

1
2 ) =

√
�,

как и ожидалось.

5 Аппроксимация и компактность в C (K)
Определение. Семейство функций {%m}m>1, %m : R→ R называется аппроксиматив-
ной единицей с центром в точке 0, если:

1. %m > 0 на R,

2. %m ∈ R[−A,A] ∀A > 0,
∞∫

−∞
%m (w) dw = 1.

3. ∀� > 0
−�∫

−∞
%m (w) dw +

∞∫
�

%m (w) dw → 0 при m → ∞.

Пример 5.1.

1. Аппроксимативная единица Стеклова:

%m (w) = &[
− 1

m ,
1
m

] (w) · m
2
.

(a) %m > 0— очевидно.

(b) ∫
R

%m (w) dw =
m

2
·

1/m∫
−1/m

1 dw =
2
m
· m
2
= 1.

(c) Если m таково, что 1
m < �, то

©­«
−�∫

−∞

+
∞∫

�

ª®®¬%m (w) dw = 0.
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2. Аппроксимативная единица Пуассона:

%m (w) =
1
�

xm

w2 + x2m
, где xm =

1
m
.

(a) %m > 0— очевидно,

(b)
1
�

∞∫
−∞

xm

w2 + x2m
dw =

1
�

∞∫
−∞

1(
w
xm

) 2
+ 1

· 1
xm

dw =
1
�

∫
R

dw
w2 + 1 = 1.

(c)
1
m

∞∫
0

xm dw
w2 + x2m

=
1
�

∞∫
mb

dw
w2 + 1 → 0 при m → ∞.

Теорема 5.1. Пусть {%m}m∈N — аппроксимативная единица с центром в нуле, f ∈
C (R), f равномерно непрерывна и ограничена на R. Пусть

fm (s) =
∫
R

f(w)%m (w − s) dw. (5.1)

Тогда fm ⇒ f на R.

Замечание. Определим Tm : f ↦→ fm. Tm — линейный оператор на C (R). Тогда теоре-
ма утверждает, что Tmf → If в пространстве Cb (R) — пространстве ограниченных
равномерно непрерывных функции на R с нормой ‖f‖ = supw∈R |f(w) |. Здесь I – тож-
дественный (единичный) оператор.

Доказательство. Пусть f ∈ Cb (R). Заметим, что по (5.1) имеем

fm (s) − f(s) =
∫
R

(
f(w) − f(s)

)
%m (w − s) dw ∀s ∈ R, (5.2)

так как f(s) выносится из-под интеграла, а по свойствам аппроксимативной единицы∫
R

%m (w − s) dw = 1. Разобьем последний интеграл в на три части:

s−�∫
−∞

+
∞∫

s+�

(
f(w) − f(s)

)
%m (w − s) dw +

s+�∫
s−�

(
f(w) − f(s)

)
%m (w − s) dw. (5.3)

(очевидно, это можно сделать ∀� > 0). Зафиксируем � > 0, выберем � = �(�) : |f(w) −
f(x) | < � ∀w, x : |w − x | < 2� (по равномерной непрерывности). Тогда выражение в
(5.3) можно оценить следующим образом:

|fm (s) − f(s) | 6 2 sup
w∈R

|f(w) | · ©­«
s−�∫

−∞

+
∞∫

s+�

%m (w − s) dw
ª®®¬
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+ sup
w,s:

|w−s |<2�

|f(w) − f(s) | ·
s+�∫

s−�

%m (w − s) dw. (5.4)

Обозначим c = 2 supw∈R |f(w) | (константа),

Am (�) =
©­«

s−�∫
−∞

+
∞∫

s+�

%m (w − s) dw
ª®®¬ , (5.5)

B (�) =
s+�∫

s−�

%m (w − s) dw, (5.6)

¤(2�) = sup
w,s:

|w−s |<2�

|f(w) − f(s) |. (5.7)

Заметим, что по свойствам аппроксимативной единицы

B (�) 6
∫
R

%m (w − s) dw = 1. (5.8)

Кроме того, ((2�) < � (поскольку мы так выбрали �), и, опять по свойствам АЕ имеем

Am (�) =
s−�∫

−∞

+
∞∫

s+�

%m (w − s) dw =

−�∫
−∞

+
∞∫

�

%m (w) dw −−−−→
m→∞

0. (5.9)

Применяя эти оценки, продолжим (5.4):

|fm (s) − f(s) | 6 c · Am (�) + � ∀� > 0, 0 < � < �(�) =⇒ (5.10)
|fm (s) − f(s) | 6 (c + 1)� ∀m ∈ N : Am (�) < � ∀s ∈ R. (5.11)

Мыиспользовали, что при больших m неравенствоAm (�) < � выполняется по свойству
(3) аппроксимативной единицы. Значит, fm ⇒ f. �

Теорема 5.2 (Вейерштрасса о равномерной аппроксимации). Пусть f ∈ C [0, 1].
Тогда ∃{om}m>1, om —полином для любого ∀m : om ⇒ f на [0, 1].

Доказательство. Рассмотрим Qm (w) =
(
1 − w2

) m · cm · &[−1,1] , где cm > 0 таково, что∫
R

Qm (w) dw = 1. (5.12)

Предположим, что мы доказали, что Qm — аппроксимативная единица. Тогда функ-
ции

om (s) =
∫
R

f(w)Qm (w − s) dw (5.13)
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сходятся равномерно к f на R ∀f ∈ C [0, 1] : f(0) = f(1) = 0. Действительно, можно
продолжитьf нулемнамножествоR \ [0, 1] ивоспользоваться предыдущей теоремой.
Поймем, что om (s) —многочлены на [0, 1]:

om (s) = cm

∫
R

f(w)
(
1 − (w − s)2

) m
&[−1,1] (w − s) dw. (5.14)

Заметим, что&[−1,1] (w − s) = 1∀w ∈ [0, 1] ∀s ∈ [0, 1], апотомуможемпродолжить (5.14):

om (s) = cm

1∫
0

f(w)
(
1 − (w − s)2

) m dw
= cm

1∫
0

2m∑
j=0

ℎj (w)sj dw

= cm

2m∑
j=0

©­«
1∫

0

ℎj (w) dw
ª®¬ sj. (5.15)

(для некоторых функций ℎj : [0, 1] → R). Из последнего равенства ясно видно, что
om (s) —многочлен.

Заметим также, что в рамках данной задачи мы можем считать не умаляя общ-
ности, что f(0) = f(1) = 0, так как f и f̃ = f(w) − (aw + b) одновременно можно или
нельзя равномерноприблизитьмногочленами. Если теперь взять b = f(0), a = f(1) −
f(0), то получается

f̃(0) = 0,
f̃(1) = f(1) − (a + b) = f(1) −

(
f(1) − f(0) + f(0)

)
= 0.

Осталось показать, что Qm — аппроксимативная единица.

1. Qm > 0— очевидно.

2.
∫
R

Qm = 1—по выбору cm.

3. Оценим cm:

1 = cm

1∫
−1

(
1 − w2

) m
> cm

1/
√
m∫

0

(1 − mw2) dw = cm
©­­«
1
√
m
−
m

(
1√
m

) 3
3

ª®®¬ =
2cm
3
√
m

=⇒

cm 6
3
√
m

2
. (5.16)

26



5. Аппроксимация и компактность в C (K)

Зафиксируем маленькое � > 0, тогда

−�∫
−1

+
1∫

�

Qm (w) dw 6 2 ·
3
2
√
m

1∫
�

(
1 − w2

) m dw 6 3√m (
1 − �2

) m −−−−→
m→∞

0,

поскольку 0 < 1 − �2 < 1.

�

Упражнение. ∀f ∈ C [a , b] ∃om —многочлены на [a , b] такие, что om ⇒ f на [a , b].

Следствие 5.3. Существует многочлены om : om (0) = 0 ∀m и om ⇒ |w | на [−a , a].

Доказательство. Пусть pm ⇒ |w | на [−a , a], тогда достаточно взять om = pm − pm (0).
�

Определение. Пусть K — хаусдорфов компакт, C (K) — линейное нормированное
пространство, состоящее из вещественных непрерывных функций на K с нормой
‖f‖ = supw∈K |f(w) |.

Определение. Множество A называется алгеброй над полем K, если A— линейное
пространство и задана операция умножения A × A → A, обладающая свойствами:

f(�g + �ℎ) = �fg + �fℎ,

(�g + �ℎ)f = �gf + �ℎf,

(�f) · (�g) = (��) (fg)

для произвольных f, g,ℎ ∈ A и �, � ∈ K.

Пример 5.2. C (K) — алгебра над R.

Определение. Пусть A ⊂ C (K) — алгебра над R. Тогда A называется алгеброй Сто-
уна, если:

1. ∀w ∈ K ∃f ∈ A : f(w) ≠ 0 (“алгебра A не исчезает ни в какой точке”).

2. ∀w, x ∃g ∈ A : g(w) ≠ g(x) (“алгебра A разделяет точки”).

Пример 5.3. Многочлены— алгебра Стоуна в [0, 1].

Пример 5.4. Многочлены вида
∑

j>0 cjw
2j —алгебра в C [−1, 1], но не алгебра Стоуна

(не выполнено второе свойство).

Пример 5.5. Многочлены вида
∑

j>0 cjw
2j — алгебра Стоуна в [1, 3].

Упражнение. Выяснить, при каких � > 0 span ({cosmw}m>0 ∪ {sinmw}m>0) — алгебра
Стоуна в C [0, *].
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Замечание. Если {fm} ⊂ C (K), g ∈ C (K), то

fm → g в C (K) ⇐⇒ ‖fm − g‖ m→∞−−−−→ 0 ⇐⇒ fm ⇒ g на K.

(поскольку fm − g ⇒ 0 на K ⇐⇒ supw∈K |fm (w) − g(w) | m→∞−−−−→ 0).

Нетрудно понять, что E ⊂ C (K) плотно в C (K) тогда и только тогда, когда

∀f ∈ C (K) ∃{fm} ⊂ E : fm ⇒ f.

Для доказательства следующей теоремы нам понадобится следующее утверждение
из топологии:

Лемма 5.4 (Урысона). Если X —нормальное топологическое пространство, E1, E2
— замкнутые подмножества X, E1 ∩ E2 = ∅, E1 ≠ ∅, E2 ≠ ∅. Тогда ∃% ∈ C (X → R) :

%(w) = 1 ∀w ∈ E1,

%(w) = 0 ∀w ∈ E2.

Теорема5.5 (Стоуна-Вейерштрасса). ПустьA ⊂ C (K)—алгебра. Тогда следующие
условия равносильны:

1. A плотно в C (K).

2. A— алгебра Стоуна.

Доказательство.

=⇒ A не исчезает на K, так как существует последовательность fm ∈ A : fm ⇒ 1 на
K, а значит для некоторого m ∈ N выполнено |fm (w) − 1| < 1

2 ∀w ∈ K, то есть, в
частности, fm (w) ≠ 0 ∀w ∈ K.

Пусть теперь w, x ∈ K : w ≠ x. По лемме Урысона можем найти функцию g ∈
C (K) : g(w) = 1, g(x) = 0. Так как A плотно в C (K), то ∃f ∈ A : ‖f − g‖ < 1

4 , от-
куда, в частности, следует, что |f(w) − 1| < 1

4 , |f(x) − 0| <
1
4 =⇒ f(w) ≠ f(x) по

неравенству треугольника.

⇐= Разобьем доказательство на несколько шагов.
Шаг 1. Покажем, что ∀w, x ∈ K, ∀a , b ∈ R ∃t ∈ A : t(w) = a , t(x) = b.

Заметим, что утверждение достаточно доказать для a = 1, b = 0: если

t1 ∈ A : t1(w) = 1, t1(x) = 0,
t2 ∈ A : t2(x) = 1, t2(w) = 0,

то можем взять t = at1 + bt2. Более того, достаточно построить t ∈ A, удовле-
творяющую условиям:

t(w) ≠ 0, t(x) ≠ t(w), (5.17)

28



5. Аппроксимация и компактность в C (K)

поскольку если такая функция построена, то можно определить

u =
t2 − t(x)t

t2(w) − t(x)t(w) ∈ A, (5.18)

причем нетрудно проверить, что u(x) = 0, u(w) = 1.

Построим теперь t, удовлетворяющую условию (5.17). По условию ∃f, g ∈ A :
f(w) ≠ 0, g(w) ≠ g(x).Можно считать, что

f(w) = f(x) ≠ 0 (иначе t = f), (5.19)
g(w) = 0, g(x) ≠ 0 (иначе t = g). (5.20)

Покажем, что в этом случае t = f + g—искомая. Действительно,

t(w) = f(w) + g(w) = f(w) ≠ 0, (5.21)
t(w) ≠ t(x) ⇐⇒ f(w) + g(w) ≠ f(x) + g(x) ⇐⇒ g(w) ≠ g(x). (5.22)

Шаг 2. Обозначим B = ClA. Тогда f ∈ B =⇒ |f| ∈ B.

Положим a = supw∈K |f|. Найдем по следствию 5.3 многолчены om, такие, что
om (w) ⇒ |w | для w ∈ [−a , a], om (0) = 0∀m ∈ N. Значит om (f) ⇒ |f| наK. Осталось
заметить, что по линейности om (f) ∈ B, так как om не содержит свободного
члена.

Шаг 3. Если f1, . . . ,fm ∈ B, тоmin(f1, . . . ,fm) ∈ B, max(f1, . . . ,fm) ∈ B.

Понятно, что достаточно доказывать для m = 2. По предыдущему шагу в B есть
модули fh, а с помощью них них можно линейно выразить максимум и мини-
мум:

max(f1,f2) =
f1 + f2
2

+ |f1 − f2 |
2

, (5.23)

min(f1,f2) =
f1 + f2
2

− |f1 − f2 |
2

. (5.24)

Шаг 4. ∀w ∈ K, ∀f ∈ C (K) ∃gw ∈ B : gw (x) > f(x) − � ∀x ∈ K, gw (w) = f(w).

Для каждого x ∈ K построим по первому шагу функцию ℎw,x ∈ B:

ℎw,x (w) = f(w),
ℎw,x (x) = f(x).

Положим
Jx = {y ∈ K : ℎw,x (y) > f(y) − �}. (5.25)

Тогда Jx —прообраз открытого множества (0,+∞) ⊂ R при непрерывном отоб-
ражении ℎw,x (y) − f(y) + �, а значит Jx открыто. Кроме того, по построению ℎw,x
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имеем x ∈ Jx, а значит ⋃
x∈K

Jx = K.

K — компакт, поэтому можем выделить конечное подпокрытие
Jx1 ∪ . . . ∪ Jxm = K. Тогда понятно, что функция

gw (y) = max
(
ℎw,x1 , . . . ,ℎw,xm

)
(5.26)

будет искомой, причем gw ∈ B по шагу 3.

Шаг 5. Пусть {gw}w∈K — семейство функций, построенное на предыдущем шаге
для некоторой функции f ∈ C (K). Тогда ∀w ∈ K множество точек

Vw = {y ∈ K : gw (y) < f(y) + �} (5.27)

— непусто (содержит w) и открыто (аналогично предыдущему пункту). Значит
K =

⋃
w∈K Vw и мы можем выбрать конечное подпокрытие Vw1 , . . . ,Vwm . Осталось

задать
g = min

(
gw1 , . . . , gwm

)
. (5.28)

Тогда f − � < g < f + � всюду на K. Значит

∀� > 0 ∀f ∈ C (K) ∃g ∈ B : ‖g − f‖ < �, (5.29)

то есть A плотно в C (K) по определению.

�

Определение. Пусть E ⊂ C (K). Будем говорить, что E — равномерно ограниченное
семейство, если ‖f‖ < c ∀f ∈ E ⇐⇒ |f(w) | < c ∀w ∈ K.

Определение. ПустьK—метрический компакт с метрикой d, E ⊂ C (K) называется
равностепенно непрерывным, если

∀� > 0 ∃� > 0 : d(w, x) < � =⇒ |f(w) − f(x) | < � ∀f ∈ E. (5.30)

Лемма 5.6. Пусть K — метрический компакт, E ⊂ C (K). Тогда Cl(E) компактно в
C (K) тогда и только тогда, когда выполнено условие

∀{fm} ⊂ E ∃{fmj }, f ∈ C (K) : ‖fmj − f‖ → 0. (5.31)

Доказательство. Следуетиз одногоиз утверждений топологиии того, что топология
метризуема. �

Теорема 5.7 (Арцела-Асколи). Пусть K —метрический компакт, E ⊂ C (K). Тогда
следующие условия равносильны:

1. Cl(E) компактно в C (K).
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2. E равномерно ограничено и равностепенно непрерывно.

Пример 5.6. K = [0, 1], E = {wm}m∈N. Тогда Cl(E) не является компактом в C [0, 1].

Действительно, пусть {wmj } — последовательность сходящаяся равномерно к
f ∈ C [0, 1], f(w) = 0 ∀w ∈ [0, 1). Тогда по непрерывности f(1) = 0, но wmj (1) = 1 ∀j.
Противоречие. Чтобы убедиться, что пример согласуется с теоремой Арцела-Асколи,
достаточно рассмотреть пары w = 1, x = 1 − �.

Доказательство.

=⇒ E ограничено, так как в противном случае Cl(E) не ограничено и из покрытия⋃
m>1 B (0,m) нельзя извлечь конечное подпокрытие.

Покажем равностепенную непрерывность. Пусть � > 0, рассмотрим покрытие
Cl(E) шарами B (f, �), где f ∈ Cl(E). Выделим конечное подпокрытие: Cl(E) ⊂⋃m

j=1 B (fj, �). Для каждого j выберем

�j (�) : d(w, x) < �j =⇒ |fj (w) − fj (x) | < �. (5.32)

Возьмем � = min
(
�1(�), . . . , �m (�)

)
. Если w, x ∈ K : d(w, x) < �, то

|f(w) − f(x) | < |f(w) − fj (w) | + |fj (w) − fj (x) | + |fj (x) − f(x) | 6 3� (5.33)

для некоторого j : f ∈ B (fj, �). Значит E равностепенно непрерывно.

⇐= Пусть теперь E—семейство равномерно ограниченных и равностепенно непре-
рывных функций в C (K). Разобьем доказательство на несколько шагов.

Шаг 1. Покажем, что в K есть счетное плотное подмножество S.
Для �m = 1

m , m ∈ N, рассмотрим покрытие K шарами

B (x, �m) = {w ∈ K : d(w, x) < �m}. (5.34)

Ясно, что K ⊂
⋃
x∈K

B (x, �m). Выберем конечное подпокрытие

K =
⋃

16j6Nm

B (xm,j, �m). (5.35)

Определим S =
⋃
m>1

{
xm,1, . . . , xm,Nm

}
. Нетрудно понять, что Cl S = K, при этом S

—не более чем счетное множество.

Шаг 2. Покажем, что ∃{fmj } ⊂ {fm} : fmj сходится к точке w ∈ S.
Занумеруем точки S натуральными числами: S = {xj}j∈N. Поскольку E рав-
номерно ограничено, {fm (x1)}— ограниченная последовательность, а значит
∃{fmj (x1)} ⊂ {fm (x)} такая, что fmj (x1) имеет конечныйпредел. Обозначим f1,j =

fmj , где j ∈ N. Последовательность {f1,j (x2)} ограничена, значит {f1,ji (x2)} ⊂
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{f1,j (x2)}: {f1,ji (x2)} имеет конечный предел. Обозначим f2,i = f1,ji . И так далее
по индукции ∀l ∈ N последовательность {fl,j} ⊂ {fm}: fl,j (xi) сходится при
j → ∞∀i ∈ {1, 2, . . . ,l}.Попостроению,∀x ∈ S ∃ конечныйпредел limm→∞ fm,m (x)
(мы предполагаем, что |S | бесконечно, так как иначе остановим процесс на но-
мере |S |).

Шаг 3. Покажем, что {fm,m} равномерно сходится на всем K.
∀� > 0 найдем конечный набор точек w1, . . . ,wN (�) ∈ S и число � > 0 такие, что

N (�)⋃
j=1

B (wj, �) = K, (5.36)

∀w, x ∈ K, m ∈ N : d(w, x) < �, |fm,m (w) − fm,m (x) | < �. (5.37)

Пользуясь равностепенной непрерывностью найдем

� > 0 : |f(w) − f(x) | < � ∀f ∈ E ∀w, x : d(w, x) < �. (5.38)

Теперь выберем конечное подпокрытие из
⋃

r∈S B (x, �) = K и занумеруем цен-
тры шаров этого подпокрытия как w1, . . . ,wN (�) . ∀m,l ∈ N ∀w ∈ K находим такое
wi , 1 6 i 6 N (�), что d(w,wi) < �. Тогда

|fl,l (w) − fm,m (w) | 6 |fl,l (w) − fl,l (wi) | + |fl,l (wi) − fm,m (wi) | + |fm,m (wi) − fm,m (w) |
6 2� + |fl,l (wi) − fm,m (wi) | < 3� ∀l,m > Ni , (5.39)
где Ni : |fl,l (wi) − fm,m (wi) | < � ∀l,m > Ni .

(воспользовались сходимостью последовательностей {fl,l (wi)}). Значит, если
l,m > max(N1, . . . ,NN (�)), то |fl,l (w) − fm,m (w) | < 3� ∀w ∈ K. По равномерному
общему критерию Коши {fm,m} сходится равномерно на K. Более подробно:
по обычному критерию Коши последовательность {fm,m (w)} сходится ∀w ∈ K, а
значит

∀w ∈ K ∃f(w) = lim
m→∞

fm,m (w).

Переходя к пределу в неравенстве (5.39) по m → ∞ получаем, что

|fl,l (w) − f(w) | 6 3� ∀w ∈ K ∀l > max
16i6N (�)

Ni =⇒

fl,l ⇒ f на K. �

Следствие 5.8. Пусть {fm}m>1 ⊂ C1(Rm → Rm),

c1 = sup
m∈N

‖fm (0)‖ < ∞,

c2 = sup
w∈Rm
j∈N

‖dwfj‖ < ∞.

Тогда ∃{fmj } ⊂ {fm}, f ∈ C (Rm) : fm,j ⇒ f на любом компакте Rm.

32



6. Монотонная сходимость и сходимость монотонных функций

Доказательство.

‖fm (w) − fm (x)‖ 6 c2‖w − x‖ ∀w, x ∈ Rm (5.40)

(неравенство Лагранжа). В частности, ∀j ∀w ∈ K ‖fm (w)‖ 6 c2 supw∈K ‖w‖ + c1, посколь-
ку ‖fm (w)‖ 6 ‖fm (w) − fm (0)‖ + ‖fm (0)‖ =⇒ {fm} равномерно ограничено и равносте-
пенно непрерывно на K =⇒ можно выбрать сходящуюся равномерно на K подпо-
следовательность последовательности {fm}. Выбирая в качестве K шары

Bm{w ∈ Rm : ‖w‖ 6 m}, m ∈ N

и используя диагональный процесс, можно выбрать подпоследовательность {fm},
которая равномерно сходится на любом шаре Bm =⇒ сходится на любом компакте
Rm. �

Замечание (дополнение к теореме Стоуна-Вейерштрасса). Пусть CC(K)—ком-
плексная алгебра непрерывных функций на хаусдорфовом компакте K. Пусть A—
комплексная подалгебра CC(K):

1. A не исчезает на K,

2. A разделяет точки K,

3. A самосопряженная, то есть ∀f ∈ A f ∈ A.

Тогда Cl(A) = CC(K).

Доказательство. Пусть B = {f ∈ A : f = f на K}. Тогда B — вещественная подалгеб-
ра в вещественной алгебре C (K), кроме того ∀f ∈ A Ref =

f+f
2 ∈ B, Imf =

f−f
2 , так

как A— самосопряженная, а потому B не исчезает в точках K и разделяет точки K.
Значит (теорема Стоуна-Вейерштрасса) ClB = C (K) и ClA = CC(K). �

Пример 5.7. Пусть K = {y ∈ C : |y | = 1}, A = span{ym}m∈N0 . Тогда A— алгебра, не ис-
чезающая на K (так как 1 ∈ A) и разделяющая точки K (y ∈ A), однако ClA ≠ C (K)

(упражнение, следует из того, что
2�∫
0
ehmse−hs ds = 0 ∀m > 0 =⇒ y не приблизить мно-

гочленами из A).

6 Монотоннаясходимостьисходимостьмонотонных
функций

Определение. Будем говорить, что последовательность функций fm : E → R, где
E ⊂ R, не убывает, если ∀w ∈ E, ∀l,m ∈ N : l 6 m выполнено fl (w) 6 fm (w).

Теорема 6.1 (Дини). Пусть {fm}—неубывающая последовательность равномерно
ограниченных непрерывных функций на [a , b] и пусть f(w) = lim

m→∞
fm (w) непрерывна

на [a , b]. Тогда fm ⇒ f на [a , b].
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Доказательство.

∀w ∈ [a , b] ∃Nw ∈ N : ∀m > Nw 0 6 f(w) − fm (w) < �.

Значит, ∃�w > 0 : 0 6 f(w̃) − fNw (w̃) 6 � выполнено ∀w̃ ∈ [a , b] : |w − w̃ | < � (по непре-
рывности функций f,fNw =⇒ 0 6 f(w̃) − fm (w) 6 f(w̃) − fNw (w̃) < �, так как fm (w̃) >
fNw (w̃)). Значит [a , b] ⊂

⋃
w∈[a ,b] B (w, �w). Выберем конечное подпокрытие

[a , b] ⊂
⋃

16i6N2

B (wi , �wi ).

Тогда для m > max
(
Nw1 , . . . ,NwN (�)

)
∀w ∈ [a , b] пусть wi : |w − wi | < �wi =⇒ 0 6 f(w) −

fm (w) 6 f(w) − fNwi
(w) < � =⇒ fm ⇒ f на [a , b]. �

Следствие 6.2. Пусть {tj} ⊂ C [a , b], tj (w) > 0 на [a , b], и пусть
∑∞

j=1 tj (w) сходится
при каждом w ∈ [a , b] к f(w), где f ∈ C [a , b]. Тогда∑∞

j=1 tj сходится равномерно на
[a , b].
Доказательство. Рассмотримfm =

∑m
j=1 tj (w) : fm > 0, fm ∈ C [a , b].Кроме того,fm (w) 6

fm+1(w) 6 f(w) ∀m > 1. Поскольку f непрерывна, ∃c : f(w) 6 c ∀w ∈ [a , b], то есть мож-
но применить теорему Дини и получить, что fm ⇒ f на [a , b], то есть∑

tj сходится
равномерно на [a , b]. �

Следствие6.3. Пустьf ∈ C ( [a ,(), [c,d]), f(w, s) > 0∀w ∈ [a ,() ∀s ∈ [c,d],
(∫
a

f(w, s) dw

сходится к непрерывной функции на [c,d]. Тогда этот интеграл сходится равномерно
на [c,d].

Доказательство. Рассмотреть функции gm =

(m∫
a

f(w, s) dw, где (m −−−−→
m→∞

(, применить

для них теорему Дини и доказать равномерную сходимость
(∫
a

f(w, s) dw на [c,d] по

критерию Коши (упражнение). �

Теорема 6.4 (Хелли). Пусть {fm}m∈N—последовательность нестрого возрастающих
функций на [a , b], такая, что ∃c : |fm (w) | 6 c ∀w ∈ [a , b] ∀m ∈ N. Тогда ∃{fmj } ⊂ {fm} и
f— возрастающая на [a , b], такая, что fmj (w) → f(w) ∀w ∈ [a , b]. Если f ∈ C [a , b], то
fmj ⇒ f(w) на [a , b].
Доказательство. Пусть

E = (Q ∩ [a , b]) ∪ {a} ∪ {b} (6.1)

— счетное плотное подмножество в [a , b]. Пользуясь канторовским диагональным
процессом, найдем подпоследовательность, сходящуюся в E: занумеруем E = {xj}j∈N,
∀j ∈ N {fm (xj)}m∈N— ограниченная последовательность в R, поэтому ∃{fmi } ⊂ {fm} :
fmi (xj) имеет конечный предел при каждом j и i → ∞. Для w ∈ [a , b] положим

f̃(w) = sup
x∈E
x6w

lim
j→∞

fmj (x). (6.2)
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Свойства f̃:

f̃(w1) 6 f̃(w2) ∀w1 6 w2, (6.3)

f̃(w) = lim
j→∞

fmj (w) ∀w ∈ E. (6.4)

(оба свойства следуют из того, что fmj возрастает ∀j ∈ N).
Покажем, что в каждой точке w ∈ [a , b] непрерывности функции f имеет место ра-
венство

f̃(w) = lim
j→∞

fmj (w). (6.5)

Пусть � > 0, � = �(�):

|f̃(w) − f̃(x) | < � ∀x ∈ [a , b] : |w − x | < �.

Пусть r1, r2 ∈ E таковы, что r1 6 w 6 r2, |w − r1 | < �, |w − r2 | < �. Тогда

fmj − f̃(r1) + f̃(r1) − f̃(w)︸          ︷︷          ︸
>−�

6 fmj (w) − f̃(w) < fmj (r2) − f̃(r2) + f̃(r2) − f̃(w)︸          ︷︷          ︸
6�

, (6.6)

Выберем K (�) так, чтобы выполнялись неравенства{
|fmj (r1) − f̃(r1) | < �

|fmj (r2) − f̃(r2) | < �
∀j > K (�).

Тогда ∀j > K (�) имеем −2� 6 fmj (j) − f̃(w) 6 2�, то есть |fmj (w) − f(w) | 6 2�, а значит,
(6.5) выполнено.

Так как f̃ возрастает, множество точек ее разрыва не более чем счетно. В каждой
точке y этого множества последовательность {fmj (y)} ограничена, следовательно,
можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся в y к некоторому пределу. Так
как таких точек не более чем счетное число, то можно найти подпоследовательность,
сходящуюся всюду на [a , b]. Ее предел назовем f. Первая часть теоремы доказана.

Предположимтеперь, чтоfmj (w) → f(w) ∀w ∈ [a , b], гдеf ∈ C [a , b].Пусть � > 0, � =

�(�) : |f(w) − f(x) | < � ∀w, x : |w − x | < �. Так как E плотно в [a , b], то

∃{rj}16j6K (�) ⊂ E : [a , b] ⊂
K (�)⋃
j=1

(
rj −

�

2
, rj +

�

2

)
, |rj − rj+1 | < � ∀j ∈ {1, . . . ,K (�) − 1},

значит ∀w ∈ [a , b] ∃ri , ri+1 : ri 6 w 6 ri+1 и подставляя ri , ri+1 в (6.6) вместо r1 и r2 по-
лучаем |f(w) − fmj (w) | < � для любого числа j, удовлетворяющего соотношениям
|fmj (r2) − f(rh) | < � для h = {1, 2, . . . ,K (�)}. Это и означает, что функции fmj сходтся к
f равномерно на [a , b]. �

Упражнение. Обобщить первую часть теоремы Хелли на случай функций ограни-
ченной вариации на [a , b].
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7 Суммирование рядов и тауберовы теоремы

Определение. Методом усреднения Чезаро называется отображение

{cj} ↦→
{ c1 + · · · + cj

j

}∞
j=1

. (7.1)

Пределом по Чезаро называется предел

lim
j→∞

c1 + · · · + cj
j

, (7.2)

если он существует.

Определение. Методом усреднения Абеля называется отображение

{cj}∞j=0 ↦→
{
(1 − w)

∞∑
j=0

cjw
j

}
w∈[0,1)

(7.3)

измножества
{
{cj}∞j=0 : ∃ многочлен o : |cj | 6 |o(j) | ∀j

}
вмножество семейств {bw}w∈[0,1) .

Соответственно, пределом по Абелю называется

lim
w→1
0<w<1

(1 − w)
∞∑
j=0

cjw
j, (7.4)

если такой предел существует.

Замечание. Так как |cj | (jN + 1) для всех j, то∑∞
j=0 cjw

j сходится в (−1, 1) или в круге
{w ∈ C : |w | < 1}. Действительно, радиус сходимости ряда∑

cjw
j равен

R =
1

lim sup
m→∞

m
√
|cm |
>

1

lim
m→∞

m√
mN + 1

= 1. (7.5)

Пример 7.1. Предел по Чезаро последовательности am = {(−1)m+1}m∈N равен пределу
последовательности

{
1, 0, 13 , 0,

1
5 , . . .

}
, то есть равен нулю, хотя сама последователь-

ность не сходится.

Пример 7.2. Предел по Чезаро последовательности {1, 0, 1, 0, . . . } равен пределу по-
следовательности

{
1, 12 ,

2
3 ,

1
2 ,

3
5 , . . .

}
. Как нетрудно проверить, он равен 1

2 .

Предел по Абелю этой последовательности:

lim
w→1
0<w<1

(1 − w)
∞∑
j=0

w2j = lim
w→1

1 − w

1 − w2
= lim

w→1

1
1 + w

=
1
2
. (7.6)

Определение. Будем говорить, что ряд
∑∞

j=1 aj суммируем по Чезаро к c, если

∃ lim
j→∞

r1 + · · · + rj
j

= c, (7.7)
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где ri =
∑i

j=1 aj.

Определение. Будем говорить, что ряд
∑∞

j=0 aj суммируем по Абелю к c, если

∃ lim
w→1−0

(1 − w)
∞∑
j=0

rjw
j = c (7.8)

где ri =
∑i

j=1 aj.

Замечание. Ниже под “C” понимается суммирование по Чезаро, под “A” — сумми-
рование по Абелю:

∞∑
j=1

aj = c (C) ⇐⇒ lim
N→∞

N∑
j=1

(
N − j + 1

N

)
aj = c,

∞∑
j=0

aj = c (A) ⇐⇒ lim
w→1−0

∞∑
j=0

ajw
j = c,

поскольку для всякойполиномиально ограниченнойпоследовательности {aj} имеют
место равенства (все ряды сходятся абсолютно):

(1 − w)
∞∑
j=0

©­«©­«
j∑

i=0
ai

ª®¬wjª®¬ =

∞∑
j=0

∞∑
i=0

(1 − w)aiwj · &(i, j)

=

∞∑
i=0

∞∑
j=0

(1 − w)aiwj&(i, j)

=

∞∑
i=0

ai
©­«©­«

∞∑
j=i

wjª®¬ (1 − w)ª®¬ =

∞∑
i=0

aiw
i ,

где &(i, j) =
{
1, i 6 j

0, i > j.

Пример 7.3. Пусть 1 − 1 + 1 − 1 + . . .
C
= c. Тогда

c = lim
N→∞

1 + 0 + 1 + · · · + 1(0)
N

= lim
N→∞

N/2
N

=
1
2
. (7.9)

Пусть теперь 1 − 1 + 1 − 1 + . . .
A
= a . Тогда

a = lim
w→1−0

+∞∑
j=0

(−1)jwj = lim
w→1

1
1 + w

=
1
2
.

Пример 7.4. Посчитаем сумму ряда
∑∞

j=0 (−1)jj по Абелю:

lim
w→1

∞∑
j=0

(−1)jjwj = lim
w→1

w

( ∞∑
j=0

(−1)jwj

) ′
= lim

w→1
w ·

(
1

1 + w

) ′
= lim

w→1
− w

(1 + w)2 = −1
4
.
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Упражнение. Убедиться, что последний ряд не сходится по Чезаро.

Определение. Будем говорить, что задан матричный метод усреднения P, если
дана матрица T = {sij}16i<∞

16j<∞
, определяющая отображение {cj} ↦→

{∑
sijcj

}
i>1 на всех

последовательностях cj, для которых
∑∞

j=1 sijcj сходится ∀i > 1.

Будем говорить, что {cj} имеет усредненный предел lim
j→∞

cj = c (P), если

∃ lim
i→∞

∞∑
j=1

sijcj = c.

Будем говорить, что ряд
∑∞

h=1 ah — суммируем к числу r методом P и писать

∞∑
h=1

ah
P
==== r или

∞∑
h=1

ah = r (P),

если lim
j→∞

rj = r (P), где rj = a1 + · · · + aj, j > 1.

Пример 7.5. Метод усреднения Чезаро соответствует матрице

TC =

©­­­­­­­­«

1 0 0 0 . . .

1
2

1
2 0 0 . . .

1
3

1
3

1
3 0 . . .

1
4

1
4

1
4

1
4 . . .

...
...

...
...

. . .

ª®®®®®®®®¬
.

Действительно,
∑∞

j=1 sijcj — это результат применения T к вектору
©­­«
c1
c2
...

ª®®¬. В нашем
случае

TC

©­­­­«
c1
c2
c3
...

ª®®®®¬
=

©­­­­­«
c1

c1+c2
2

c1+c2+c3
3
...

ª®®®®®¬
.

Определение. Будем говорить, что метод P регулярен, если:

1. Он корректно задан на любой сходящейся последовательности {cj};

2. lim
j→∞

cj = c =⇒ ∃ lim
j→∞

cj = c (P).

Теорема 7.1. Пусть T = {sij}16i,j<∞, sij > 0 ∀i, j, P—метод усреднения, соответству-
ющий T . Тогда следующие условия равносильны:

1. P — регулярен;
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2. выполнены следующие условия:

∞∑
j=1

sij < ∞ ∀i > 1, (7.10)

lim
i→∞

∞∑
j=1

sij = 1, (7.11)

lim
i→∞

sij = 0 ∀j > 1. (7.12)

Доказательство.

=⇒ Рассмотримпоследовательность {cj} = {1, 1, 1, . . . }. ПосколькуP регулярен, T (cj)
должно быть определено, то есть∑

j>1
(sij · 1) =

∑
j>1

sij < ∞

— выполнено условие (7.10). Кроме того, предел {cj} равен единице, а потому
получаем (7.11):

lim
i→∞

∑
j>1

sij = 1.

Возьмем теперь последовательность {cj}, заданную следущим образом:{
cj = 0, ∀j ≠ r,

cj = 1, j = r.

Тогда
lim cj = 0 =⇒ lim cj = 0 (P) ⇐⇒ lim

i→∞
sir = 0,

откуда получаем (7.12).

⇐= Пусть последовательность {cj}j>1 такова, что ∃ lim
j→∞

cj = c. Покажем, что

∃ lim
j→∞

cj
P
==== c ⇐⇒ ∃ lim

i→∞

∞∑
j=1

sijcj = c. (7.13)

Распишем

∞∑
j=1

sijcj =

( ∞∑
j=1

sij

)
c +

N∑
j=1

sij (cj − c) +
∞∑

j=N+1
sij (cj − c) = Ai + Bi + Ci .

(эти ряды абсолютно сходятся, поскольку cj ограничены (стремятся к c), а ряды∑
sij сходятся) Ясно, что Ai → c при i → ∞. Зафиксируем � > 0 и выберем N ∈
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N : |cj − c | < � ∀j > N. Тогда

|Ci | 6 �
∞∑
j=1

sij 6 � ·M, (7.14)

где

M = sup
i>1

∞∑
j=1

sij (7.15)

(здесь использовали условие sij > 0). Далее выберем

Ñ ∈ N : ∀i > Ñ |sij (cj − c) | < �

N
∀j ∈ {1, 2, . . . ,N}.

Наконец, оценим ����� ∞∑
j=N+1

sijcj − c

����� < M� + � + � (7.16)

при больших i, то есть ∃ lim
j→∞

cj
P
==== c. �

Пример 7.6. Метод Чезаро регулярен. Действительно, в матрице (которую мы уже
писали), сумма по каждой строке равна 1, ∀j ∈ N lim

i→∞
sij = lim

i→∞
1
i = 0.

Пример 7.7. Метод Абеля регулярен. Пусть cj → c. Заметим, что

∃ lim
w→1−0

(1 − w)
∞∑
j=0

cjw
j = c ⇐⇒ ∀{wi}i>1 ⊂ (0, 1) : wi → 1 ∃ lim

i→∞
(1 − wi)

∞∑
j=0

cjw
j
i = c,

а последнее эквивалентно тому, что метод

{cj} ↦→
{
(1 − wi)

∞∑
j=0

cjw
j
i

}
i>1

регулярен. Нетрудно понять, что этот метод соответствует матрице

T =

©­­­­­­­­«

(1 − w1) (1 − w1)w1 (1 − w1)w21 . . .

(1 − w2) (1 − w2)w2 (1 − w2)w22 . . .

(1 − w3) (1 − w3)w3 (1 − w3)w23 . . .

(1 − w4) (1 − w4)w4 (1 − w4)w24 . . .
...

...
...

. . .

ª®®®®®®®®¬
,

так как тогда

T

©­­­­«
c1
c2
c3
...

ª®®®®¬
=

©­­­­­«
(1 − w1)

∑∞
j=0 cjw

j
1

(1 − w2)
∑∞

j=0 cjw
j
2

(1 − w3)
∑∞

j=0 cjw
j
3

...

ª®®®®®¬
.
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Проверим регулярность по установленным критериям. По формуле суммы геометри-
ческой прогресии имеем

(1 − wi)
∑
j>0

wj
i = 1,

что устанавливает сразу (7.10) и (7.11). Кроме того,

∀r ∈ Z+ : (1 − wi)wr
i → 0

при i → ∞, поскольку wi → 1, откуда получаем (7.12).

Следствие 7.2. Пусть ряды
∞∑
j=0

aj,
∞∑
m=0

bm,
∑
j,m>0

ajbm сходятся, причем при суммиро-

вании последнего ряда выбрана диагональная нумерация решетки Z+ × Z+. Тогда

∞∑
j=0

aj

∞∑
m=0

bm =
∑
j,m>0

ajbm.

Замечание. В прошлом семестре доказывали аналогичный результат для абсолютно
сходящихся рядов.

Доказательство. Для любого w ∈ (0, 1) имеет место равенство(∑
j>0

ajw
j

) (∑
m>0

bmw
m

)
=

∑
j,m>0

ajbmw
j+m =

∑
i>0

wi ©­«
∑

j,m:j+m=i
ajbm

ª®¬ . (7.17)

По условию ряды
∑

aj,
∑

bm,
∑
i>0

©­«
∑

j,m:j+m=i
ajbm

ª®¬ сходятся. Осталось перейти к пре-
делу по w → 1 в (7.17) и воспользоваться регулярностью метода Абеля. �

Теорема 7.3 (Фробениуса). Если ∃ lim cj
C
==== c, то ∃ lim cj

A
==== c (то есть метод Абеля

сильнее метода Чезаро).

Доказательство. Пусть rj = c0 + · · · + cj, "j =
rj
j+1 . Дано: ∃ lim"j = c. Знаем, что для

любой полиномиально ограниченной последовательности bj имеет место равенство

∞∑
j=0

bjw
j = (1 − w)

∞∑
j=0

r̃jw
j, (7.18)

где r̃j = b0 + · · · + bm. Применим эту формулу к последовательности {rj}. Так как rj
j+1

сходится, то она ограничена, а значит ∃c : |rj | 6 c(j + 1) ∀j, {cj+1} = {rj+1 − rj} тоже
полиномиально ограничено.

(1 − w)
∑
j>0

cjw
j = (1 − w)2

∞∑
j=0

rjw
j = (1 − w)2

∞∑
j=0

"j · (j + 1)wj. (7.19)
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Так как "j → c, осталось проверить, что метод

{aj} ↦→
{
(1 − w)2

∞∑
j=0

aj (j + 1)wj

}
регулярен. Во-первых,

(1 − w2)
∞∑
j=0

(j + 1)wj = 1, (7.20)

поскольку ( ∞∑
j=0

(j + 1)wj

) ′
=

(∑
j=0

wj+1
) ′

=

( w

1 − w

) ′
=

1
(1 − w)2 ,

что дает (7.10) и (7.11). Во-вторых, нетрудно понять, что

∀r > 0 (1 − w)2(r + 1)wr −−−→
w→1

0,

откуда следует (7.12). �

Теорема 7.4 (тауберова теорема Таубера). Пусть ряд
∑

m>0 am сходится по методу
Абеля и пусть m · am → 0. Тогда ряд

∑
m>0 am сходится в обычном смысле.

Доказательство. Рассмотрим функцию f(w) = ∑
m>0 amw

m.����� N∑
m=1

am − f(w)
����� 6 N∑

m=0
|am | (1 − wm) +

����� ∞∑
N+1

amw
m

����� (7.21)

6 (1 − w)
N∑
m=0

|am |
(
1 − wm

1 − w

)
+ 1
N

∞∑
m=N+1

|mam |wm (7.22)

6

[
1 − wm

1 − w
= 1 + w + · · · + wm−1 6 m ∀w ∈ (0, 1)

]
(7.23)

6 (1 − w)
N∑
m=1

|am · m | + sup
m>N+1

|m · am | ·
1
N

· w
N+1

1 − w
. (7.24)

Последнее верно ∀w ∈ (0, 1). Возьмем

w ··= 1 −
1
N
.

Тогда ����� N∑
m=1

am − f(wN)
����� 6 ∑N

m=1 |am · m |
N

+ sup
m>N

|m · am | (7.25)

при больших N, так как lim
N→∞

(
1 − 1

N

)N+1
6 1. Осталось заметить, что

∑N
m=1 |am · m |

N
→ 0, (7.26)
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так как метод Чезаро регулярен, а supm>N |m · am | → 0 по условию. Значит

∃ lim
N→∞

N∑
m=0

am = lim
N→∞

f(wN) =
∑
m>0

am (A). � (7.27)

Теорема 7.5 (тауберова теоремаХарди). Пусть последовательность {am}m∈N такова,
что ∃c > 0 : |m · am | 6 c ∀m ∈ N и пусть ряд∑

am сходится по Чезаро к r. Тогда ряд
∑
am

сходится в обычном смысле к r.

Доказательство. Для m, k ∈ N определим

rm = a1 + · · · + am,

"m =
r1 + · · · + rm

m
,

"m,k =
rm+1 + · · · + rm+k

k
.

Схема доказательства:

1. "m → r =⇒ ∀� > 0 и последовательности {km,�}, где km,� = [m�] верно "m,km,� → r

при m → ∞.

2. ∀� > 0 lim
m→∞

|rm − "m,km,� | 6 c�.

Шаг 1. Зафиксируем � > 0, рассмотрим k = km,� .

"m,k =
r1 + · · · + rm+k

m + k
· m + k

k
− r1 + · · · + rm

m
· m
k

(7.28)

= "m+k ·
m + k

k
− "m ·

m

k
(7.29)

= ("m+k − "m)
m + k

k
+ "m

(
m + k

k
− m

k

)
(7.30)

= "m +
(
m + k

k

)
("m+k − "m). (7.31)

Значит
|"m,km,� − "m | 6

m + [m�]
[m�]

��"m+km,� − "m
�� 6 c� |"m+km,� − "m | → 0, (7.32)

поскольку "m → r. Отсюда следует, что

∃ lim
m→∞

"m,km,� = lim
m→∞

"m = r. (7.33)

Шаг 2. Для каждого k ∈ N имеем

"m,k =
m∑

j=1
aj +

am+1k

k
+ am+2(k − 1)

k
+ · · · + am+k

k
= rm +

1
k

k∑
i=1

am+i (k − i + 1) (7.34)
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|"m,k − rm | 6
1
k

k∑
i=1

1
m + i

��(m + i)am+i
��(k − i + 1)

6 [тауберово условие]

6
c

k

k∑
i=1

k − i + 1
m + i

6
c

k · m

k∑
i=1

k =
ck

m
.

Значит ∀� > 0 ��"m,km,� − rm
�� 6 c

[m�]
m
6 c�

=⇒ lim sup
m→∞

|"m,km,� − rm | 6 c�

=⇒ lim sup
m→∞

|r − rm | 6 lim
m→∞

|r − "m,km,� | + c�

= [следует из 1] = c� =⇒ rm → r.

�

Пример 7.8. (применение) Пусть f : R→ C—непрерывная 2�-периодическая функ-

ция,fN (s) =
∑N

−N cme
hms, где cm = 1

2�

2�∫
0
f(#)e−hm# d#, N ∈ N. Тогда∃ limN→∞ fN (s)

C
==== f(s) ∀s ∈

R. Если, кроме того, f имеет ограниченную вариацию на [0, 2�], то cm = O
( 1
m

)
и

∃ limN→∞ fN (s) = f(s) ∀s ∈ R.

Теорема7.6 (таубероватеоремаХарди-Литлвуда,методКараматы). Пусть
∑∞

m=0 am
сходятся по Абелю и rj > 0 ∀j > 0, где rj = a0 + · · · + aj. Тогда ряд

∑∞
m=0 am сходится

по Чезаро.

Лемма 7.7. Пусть g : [0, 1] → R—функция, кусочно-непрерывная на [0, 1], с един-
ственным разрывом в точке w0 ∈ (0, 1), причем существуют пределы

lim
w→w0
w<w0

g(w), lim
w→w0
w>w0

g(w).

Тогда ∀� > 0 существуют многочлены P, Q : P(w) 6 g(w) 6 Q(w) ∀w ∈ [0, 1] и

1∫
0

g(w) − P(w) dw < �, (7.35)

1∫
0

Q(w) − g(w) dw < �. (7.36)
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Доказательство. Пусть � > 0, � > 0. Рассмотрим g� : [0, 1] → R:

g� (w) =
{
g(w), если w ∈ [0,w0 − �] ∪ [w0, 1],
jw + b, иначе,

где j, b ∈ R : g� ∈ C [0, 1]. Зафиксируем � > 0и выберем � > 0 стольмалым, что g� (w) +
� > g(w) + �/2 для всех w ∈ [0, 1] – так можно сделать по непрерывности. Пусть P�,� —
многочлен такой, что

sup
��P�,� (w) − (g� (w) + �)

�� 6 �

2
(такой многочлен существует по теореме Вейерштрасса). Тогда P�,� > g(w) ∀w ∈ [0, 1],
а также

1∫
0

(
P�,� (w) − g(w)

)
dw = � +

w0∫
w0−�

(
P�,� (w) − g(w)

)
dw 6 10 max

w∈[0,1]
|g(w) | · � + �. (7.37)

Выбирая малыми �, � можно добиться < � в правой части (7.37). Возьмем Q = P�,�. �

Доказательство теоремы. Рассмотрим f : w ↦→ ∑
m>0 amw

m, w ∈ (0, 1).Мы знаем, что
∃ limw→1

w<1
f(w) = r. Обозначим через oj = wj−1, где j ∈ N.

lim
w→1
w<1

f(wj) = r =⇒ f(wj) = (1 − wj)
∑
m>0

rmw
jm 0<w<1−−−−−→

w→1
r,

где rm = a0 + a1 + · · · + am.

1 − wj

1 − w︸ ︷︷ ︸
→j при w→1

(1 − w)
∑
m>0

rmw
m · (wm)j−1 → r =⇒ (1 − w)

∑
m>0

rmw
moj (wm) → r

j
= r

1∫
0

oj (#) d#.

Слева и справа стоят линейные выражения. Значит

(1 − w)
∑
m>0

rmw
mo(wm) → r

1∫
0

o(#) d#

для любого многочлена o. Если g, P, Q— как в лемме, то

r

1∫
0

P(#) d# 6 lim
w→1

(1 − w)
∑
m>0

rmw
mP(wm) (7.38)

6 lim sup
w→1

(1 − w)
∑
m>0

rmw
mg(wm) (7.39)

6 lim sup
w→1

(1 − w)
∑
m>0

rmw
mQ(wm) (7.40)
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= r

1∫
0

Q(#) d# 6 r

1∫
0

g(#) d# + r� ∀� > 0. (7.41)

(в (7.39) и (7.40) использовали rm > 0 ∀m ∈ N). Таким образом,

lim
w→1
w<1

(1 − w)
∑
m>0

rmw
mg(wm) = r

1∫
0

g(#) d#. (7.42)

Рассмотрим

g(#) =
{
0, # ∈ [0, 1e ],
1
# , # ∈ ( 1e , 1].

Тогда
1∫

0

g(#) d# =

1∫
1/e

d#
#

= 1.

{wl}l∈N ⊂ (0, 1) : wl = e−
1
l , l ∈ N.

wm
lg(wm

l) =
{
1, m 6 l − 1,
0, m > l.

wl−1
l g(wl−1

l ) = wl−1
l · 1

l−1
Из (7.42) следует, что

∃ lim
l→∞

(1 − wl)
∑
m>0

rmw
m
lg(wm

l) = r, (7.43)

так как

(1 − wl)
∑
m>0

rmw
m
lg(wm

l) = (1 − wl)
l−1∑
m=0

rm = (1 − wl) ·l · 1
l

l−1∑
m=0

rm,

(1 − wl) ·l = l
(
1 − e−

1
l

)
→ 1 приl → ∞. Значит 1

l

∑l−1
m=0 rm → r. �

Пример 7.9. f(w) = 1 − w2 + w4 − w8 + w16 − . . . , где w ∈ (0, 1). Тогда � limw→1
w<1

f(w).

Доказательство. rm > 0 ∀m ∈ N. Если предел есть, то она имеет предел по Чезаро.
r0 = 1, r1 = 1, r2 = r3 = 0, r4 = r5 = r6 = r7 = 1, r8 = · · · = r15 = 0 и так далее. Рассматри-
вая "j =

r0+···+rj
j для j = 22l и j = 22l+1 получаем, что последовательность "j имеет

два разных частичных предела, то есть не сходится. �
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8 Почти-периодические функции

Определение. Пусть E ⊂ R. Множество E называется относительно плотным, если

∃k > 0 : E ∩ [w,w + k] ≠ ∅ ∀w ∈ R. (8.1)

Примеры 8.1.

1. Очевидные примеры— вся ось R, рациональные числа и так далее;

2. {m}m∈Z— относительно плотно (k = 1);

3. {±m2}m∈Z—не относительно плотно;

4. {±
√
m}m∈N— относительно плотно (k = 2).

Определение. Пусть f : R→ C. Число # ∈ R называется �-почти-периодом, если

|f(w) − f(w + #) | 6 � ∀w ∈ R. (8.2)

Будем обозначать T (f, �) = {# ∈ R : # — �-почти-период для f}.

Определение. Функция f : R→ C называется равномерно почти-периодической,
если f ∈ C (R) и ∀� > 0 множество T (f, �) относительно плотно в R.

Определение. Обозначим множество почти-периодических функций через AP. Рас-
писывая по определению, получаем, что условие f ∈ AP эквивалентно f ∈ C (R) и

∀� > 0 ∃k� > 0 : ∀w ∈ R ∃#w ∈ [w,w + k] : ∀x ∈ R |f(x) − f(x + #w) | 6 �. (8.3)

Примеры 8.2.

1. Любая периодическая функция из C (R) почти-периодична (лежит в AP). Дей-
ствительно, если f периодична, и # — период f, то T (f, �) ⊃ Z# ∀� > 0, а Z#
относительно плотно в R.

2. f(w) = cosw + cos(
√
2w) ∈ AP, но f(w) не является периодической.

3. f(w) =
N∑
j=1

aje
h�jw ∈ AP. f периодична тогда и только тогда, когда

∃� ∈ R : �j ∈ �Z ∀j ∈ {1, 2, . . . ,N}. (8.4)

(доказательство пунктов 2 и 3 будет позже).

Лемма 8.1 (почти-периодическая функция ограничена). Если f ∈ AP, то

∃c > 0 : |f(w) | 6 c ∀w ∈ R. (8.5)
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Доказательство. Пусть � = 1, k ··= k� — число из определения почти-периодической
функции. Тогда

∀w ∈ R ∃#w : |w − #w | 6 k, #w ∈ T (f, 1), (8.6)

откуда

|f(w) | =
��f (

#w + (w − #w)
) �� 6 1 + |f(w − #w) | 6 1 + sup

x∈[−k,k]
|f(x) | = c, (8.7)

что и требовалось. �

Лемма 8.2. Если f ∈ AP, то f равномерно непрерывна.

Доказательство. Пусть � > 0, k� > 1— число из определения почти-периодичности
(ясно, что если такое k� существует, то его можно увеличивать, так как условие отно-
сительной плотности при этом сохраняется), 0 < �(�) < 1 таково, что

|f(x1) − f(x2) | < � ∀x1, x2 ∈ (−k� − 1,−k� + 1) : |x1 − x2 | < �(�). (8.8)

Пусть w1,w2 ∈ R : |w1 − w2 | < �(�).Найдем такое j ∈ R, что w1,w2 ∈
[
jk�, (j + 1)k�

]
. Вы-

берем (это можно сделать по определению k�)

#j ∈ T (f, �) ∩
[
jk�, (j + 1)k�

]
. (8.9)

Тогда w1 = #j + x1, w2 = #j + x2, где |x1 − x2 | < �(�), |x1 | < k�, |x2 | < k� . Значит

|f(w1) − f(w2) | 6 |f(#j + x1) − f(x1) | + |f(x1) − f(x2) | + |f(x2) − f(x2 + #j) | (8.10)
6 � + |f(x1) − f(x2) | + � (8.11)
6 3�, (8.12)

где в (8.11) мы дважды воспользовались почти-периодичностью, а в последнем пере-
ходе воспользовались (8.8). Из (8.12) видно, что f равномерно непрерывна. �

Определение. Напомним, что пространство

Cb (R) =
{
f ∈ C (R) : sup

w∈R
|f(w) | < ∞

}
,

с нормой
‖f‖ = sup

w∈R
|f(w) |

— линейное нормированное пространство.

Лемма 8.3. AP— замкнутое подпространство в Cb (R).

Доказательство. AP ⊂ Cb (R) по первой лемме. Пусть fm → f в Cb (R), fm ∈ AP. Про-
верим, что f ∈ AP. Найдем

� > 0, m ∈ N : |f(w) − fm (w) | < � ∀w ∈ R. (8.13)
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Пусть k� — число из определения почти периодической функции для fm. Тогда для
#w ∈ T (fm, �), #w ∈ [w,w + k�], имеем

|f(x + #w) − f(x) | 6 |f(x + #w) − fm (x + #w) | + |fm (x + #w) − fm (x) | +
+ |fm (x) − f(x) | (8.14)
6 2� + |fm (x + #w) − fm (x) | (8.15)
6 3�. (8.16)

Здесь (8.15) выполнено в силу (8.13), а (8.16)—в силу определенияпочти-периодичности.
Из последнего неравенства следует, что #w ∈ T (f, 3�), то есть T (f, 3�) относительно
плотно ∀� > 0, а значит f ∈ AP. �

Лемма 8.4. Пусть g ∈ C (C), f ∈ AP. Тогда g(f) ∈ AP.

Доказательство. Обозначим E ··= {f(w) | w ∈ R}— ограниченное подмножество C.
Значит ClE — компакт в C, функция g равномерно непрерывна на ClE. Для каждого
� > 0 найдем �(�) > 0:

|g(y1) − g(y2) | 6 � ∀y1, y2 : |y1 − y2 | 6 �(�). (8.17)

Пусть k�(�) — число для f ∈ AP из определения почти-периодичности. Тогда если
# ∈ T

(
f, �(�)

)
, # ∈

[
w,w + k�(�)

]
, то

∀x ∈ R
��g (

f(x + #)
)
− g

(
f(x)

) �� 6 sup
|y1−y2 |6�(�)

|g(y1) − g(y2) | 6 � (8.18)
�

Следствие 8.5. f ∈ AP =⇒ f2 ∈ AP. �

Упражнение. Если f ∈ AP, inf
w∈R

|f(w) | > 0, то 1/f ∈ AP.

Теорема 8.6 (критерий Бохнера). Функция f ∈ Cb (R) лежит в классе AP тогда и
только тогда, когда семейство {fℎ}ℎ∈R предкомпактно в Cb (R), где fℎ : w ↦→ f(w + ℎ).

Замечание. Множество предкомпактно, когда его замыкание компактно.

Доказательство.

=⇒ Пусть f ∈ AP. Тогда ∀m ∈ N семейство {fℎ}ℎ∈R равномерно ограничено и равно-
степенно непрерывно на [−m,m]. Действительно,

sup
w∈[−m,m]

|fℎ(w) | 6 sup
w∈R

|f(w + ℎ) | < ∞, (8.19)

так как f ∈ AP. Кроме того,

∀� > 0 ∃�(�) > 0 : ∀x1, x2 ∈ R : |x1 − x2 | < �(�) |f(x1) − f(x2) | < �, (8.20)

откуда
sup

|x1−x2 |<�(�)
|fℎ(x1) − fℎ(x2) | < �. (8.21)

49



8. Почти-периодические функции

Так как [−m,m] —метрический компакт, то по теореме Арцела-Асколи

∃{fℎj
} : fℎj

→ f в C [−m,m], (8.22)

где f ∈ C [−m,m]. Утверждается, что ∃{fℎj
} : fℎj

→ f в Cb (R), где f ∈ Cb (R). До-
кажем это. Существует функция f ∈ Cb (R) : fℎj

→ f равномерно на любом ком-
пакте в R, что следует из применения диагонального процесса (сначала выде-
лим подпоследовательность, сходящуюся на [−1, 1], потом из нее сходящуюся
на [−2, 2] и так далее). Покажем, что эта сходимость равномерна на всей пря-
мой R. Пусть � > 0, k� — из определения почти-периодической функции для
f. Заметим, что T (fℎ, �) = T (f, �) по определению почти-периода. Пусть x ∈ R,
# ∈ T (f, �) : |# − x | 6 k�. Тогда

|fℎj
(x) − fℎl (x) | 6

[
x̃ = x − #, |x̃ | 6 k�

]
6 |fℎj

(# + x̃) − fℎl (# + x̃) | (8.23)
6 |fℎj

(x̃ + #) − fℎj
(x̃) | + |fℎj

(x̃) − fℎl (x̃) | +
+ |fℎl (x̃) − fℎl (x̃ + #) | (8.24)
6 2� + |fℎj

(x̃) − fℎl (x̃) |. (8.25)

Так как x̃ ∈ [−k�, k�], то по равномерной сходимости {fℎj
} на [−k�, k�]

∃N (�) : ∀j,l > N (�) |fℎj
(x̃) − fℎl (x̃) | < �. (8.26)

Значит
∀j,l > N (�), ∀x ∈ R |fℎj

(x) − fℎl (x) | 6 3�, (8.27)

то есть {fℎj
} равномерно сходится в себе, и fmj ⇒ f по равномерному крите-

рию Коши. При этом f ∈ AP, так как fℎj
∈ AP ∀j и AP замкнуто в Cb (R). Таким

образом, мы проверили, что из любой последовательности функций из семей-
ства можно выбрать равномерно сходящуюся последовательность функций из
AP. Значит {fℎ}ℎ∈R— секвенциально предкомпактно. Значит само множество
предкомпактно.

⇐= Пусть {fℎ}ℎ∈R предкомпактно. Cb (R) —нормированное (в частности, метриче-
ское) пространство. Значит ∀� > 0 существует �-сеть fℎ1 ,fℎ2 , . . . ,fℎN , то есть

∀ℎ ∈ R ∃K (ℎ) ∈ [1,N] ∩ N : sup
w∈R

|fℎ(w) − fℎK (ℎ) (w) | < � (8.28)

⇐⇒ sup
w∈R

|f(w + ℎ − ℎK (ℎ)) − f(w) | < � (8.29)

=⇒ ∀ℎ ∈ R ℎ − ℎK (ℎ) ∈ T (f, �). (8.30)

Осталось показать, что множество A = {ℎ − ℎK (ℎ) | ℎ ∈ R} относительно плотно.
Обозначим

L ··= max
16h6N

|ℎh |. (8.31)
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Тогда
ℎ − L 6 ℎ − ℎK (ℎ)︸     ︷︷     ︸

∈A

6 ℎ + L ∀ℎ ∈ R, (8.32)

откуда ∀ℎ ∈ R [ℎ − L,ℎ + L] ∩ A ≠ ∅, то есть A относительно плотно. �

Следствие 8.7. Если f, g ∈ AP, �, � ∈ C, то �f + �g ∈ AP и fg ∈ AP. Таким образом,
множество почти-периодических функций образует алгебру.

Доказательство. Еслиf, g ∈ AP, то∀{ℎj}j∈N ⊂ R существует подпоследовательность
{ℎji }i∈N ⊂ {ℎj} : fℎji

→ f в Cb (R), gℎji
→ g в Cb (R) (выделяем по предыдущей теоре-

ме одну подпоследовательность, а из нее вторую). Значит

�fℎji
+ �gℎji

→ �f + �g в Cb (R), (8.33)

fℎji
gℎji

→ fg в Cb (R). (8.34)

Таким образом, (опять используем критерий Бохнера, но в другую сторону) обе
функции почти-периодичны. �

Вернемся к примерам, приведенным в начале параграфа.

Утверждение 8.8. Пусть �1, . . . , �m ∈ R, a1, . . . , am ∈ C. Тогда

f(w) =
m∑

j=1
aje

h�jw ∈ AP, (8.35)

и, кроме того, f периодична тогда и только тогда, когда

∃� ∈ R : �j ∈ �Z ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}. (8.36)

Доказательство. Заметим, что eh�jw — периодическая функция для любых j. В част-
ности, она почти-периодическая. По предыдущему утверждению сразу получаем
f ∈ AP.

Предположим теперь, что f периодична. Не умаляя общности, считаем, что

aj ≠ 0 ∀j ∈ {1, . . . ,m}, (8.37)
�j ≠ �l ∀j ≠ l (8.38)

(нулевые ah можно просто выкинуть, а одинаковые kh склеить). Пусть # —период f.
Тогда f(w + #) − f(w) = 0 ∀w ∈ R, а значит

m∑
j=1

(
aje

h�j (w+#) − aje
h�jw

)
= 0 ∀w ∈ R. (8.39)

Обозначая bj ··= aj (eh�j# − 1), получаем равенство

m∑
j=1

bje
h�jw = 0 ∀w ∈ R. (8.40)
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Отсюда (m − 1 раз беря производную в нуле) получаем, что

m∑
j=1

bj = 0, h
m∑

j=1
�jbj = 0, . . . , hm−1

m∑
j=1

�m−1j bj = 0. (8.41)

Запишем это в матричном виде:

©­­­­­­­«

1 1 . . . 1
�1 �2 . . . �m
�21 �22 . . . �2m
...

...
. . .

...

�m−11 �m−12 . . . �m−1m

ª®®®®®®®¬

©­­­­­­­«

b1
b2
b3
...

bm

ª®®®®®®®¬
=

©­­­­­«

∑
bj∑
bj�j
...∑

bj�
m−1
j

ª®®®®®¬
= 0. (8.42)

Самая левая матрица — матрица Вандермонда. Из курса алгебры известно, что для
различных �h определитель Вандермонда не равен нулю, а потому можно должно
слева на обратную матрицу и получить bj = 0 ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}, то есть eh�j# = 1 ∀j.
Таким образом, �j# ∈ 2�j, и в качестве � можно взять 2�/#.

Если �j ∈ �Z, то нетрудно проверить, что f(w + #) = f(w) ∀w ∈ R и # = 2�/�. �

Определение. Пусть f ∈ C (R+). Ее средним значением на R+ будем называть число

M (f) = lim
T→∞

1
T

T∫
0

f(w) dw, (8.43)

если указанный предел существует.

Теорема 8.9. Если f ∈ AP, тоM (f) существует.

Доказательство. Хотим показать, что

∀� > 0 ∃T (�) : ∀T1, T2 > T (�)

������ 1T1
T1∫

0

f(w) dw − 1
T2

T2∫
0

f(w) dw

������ < �. (8.44)

Пусть k ··= k�, где k� — число из определения почти-периодичности для f, � > 0 —
некоторое число. Тогда ∃#� ∈ T (f, �) : � 6 #� 6 � + k. Оценим:������ 1T

T∫
0

f(w) dw − 1
T

�+T∫
�

f(w) dw

������ 6 (8.45)������ 1T
T∫

0

f(w) dw − 1
T

#�+T∫
#�

f(w) dw

������ + 1
T

#�∫
�

|f(w) | dw + 1
T

#�+T∫
�+T

|f(w) | dw 6 (8.46)

6

������ 1T
T∫

0

f(w) dw − 1
T

T∫
0

f(#� + w) dw

������ + 2 supw∈R |f(w) |
T

· k 6 (8.47)
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6 � + 2Mk

T
, (8.48)

гдеM = supw∈R |f(w) |.

Пусть m ∈ N, тогда������ 1T
T∫

0

f(w) dw − 1
mT

mT∫
0

f(w) dw

������ 6 � + 2Mk

T
, (8.49)

поскольку левая часть не превосходит

1
m

m∑
i=1

������� 1T
T∫

0

f(w) dw − 1
T

iT∫
(i−1)T

f(w) dw

������� 6 1
m

m∑
i=1

(
� + 2Mk

T

)
. (8.50)

Пусть T1, T2 > 0 : T1
T2

∈ Q. Значит ∃m,l ∈ N : mT1 = lT2 и������ 1T1
T1∫

0

f(w) dw − 1
mT1

mT1∫
0

f(w) dw

������ 6 � + 2Mk

T
, (8.51)������ 1T2

T2∫
0

f(w) dw − 1
lT2

lT2∫
0

f(w) dw

������ 6 � + 2Mk

T
, (8.52)

где T = min (T1, T2). Но поскольку mT1 = lT2,

1
mT1

mT1∫
0

f(w) dw =
1

lT2

lT2∫
0

f(w) dw, (8.53)

а значит ∀T1, T2 > T , T1
T2

∈ Q выполнено������ 1T1
T1∫

0

f(w) dw − 1
T2

T2∫
0

f(w) dw

������ < 2� + 4Mk

T
, (8.54)

а значит (8.54) верно ∀T1, T2 > T . Осталось взять T (3�) = 4Mk
� . �

Теорема 8.10.

〈f, g〉 = lim
T→+∞

1
T

T∫
0

fg dw (8.55)

— скалярное произведение на линейном пространстве AP.

Доказательство. fg ∈ AP, а значит по предыдущей теореме все корректно опреде-
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лено. Из свойств предела нетрудно вывести, что

〈f,f〉 > 0, (8.56)
〈f + g,ℎ〉 = 〈f,ℎ〉 + 〈g,ℎ〉, (8.57)

〈f, g〉 = 〈g,f〉. (8.58)

Таким образом, осталось проверить, что 〈f,f〉 = 0 ⇐⇒ f = 0. В одну сторону (справа
налево) это очевидно, а в другую переписывается так:

lim
T→+∞

1
T

T∫
0

|f(w) |2 dw = 0 =⇒ f = 0. (8.59)

Вместо |f|2 ∈ AP будем рассматривать произвольную функцию ℎ ∈ AP : ℎ > 0 на R.
Предположим, что ∃w0 : ℎ(w0) = � > 0, но

lim
T→+∞

1
T

T∫
0

ℎ(w) dw = 0. (8.60)

Пусть � > 0, �� —из определения почти-периода для ℎ. Значит

∃#w0 ∈ T (ℎ, �) : w0 = #w0 + w̃0, где w̃0 ∈ [0, k�]. (8.61)

Выбирая малое число � > 0, добьемся оценки ℎ(w) > �/2 ∀w ∈ [0, k�] : |w − w̃0 | < �. Те-
перь рассмотрим

0 = lim
T→∞

1
T

T∫
0

ℎ(w) dw = lim
j→+∞
j∈N

1
2jk�

2jk�∫
0

ℎ(w) dw (8.62)

= lim
j→+∞
j∈N

1
j

©­­«
j∑

i=1

1
2k�

2ik�∫
2(i−1)k�

ℎ(w) dw
ª®®¬ (8.63)

> inf
x>0

x∈2k�Z

x+2k�∫
x

ℎ(w) dw ∀x ∈ 2k�Z+. (8.64)

Пусть #x ∈ [x, x + k�] ∩ T (ℎ, �). Тогда

x+2k�∫
x

ℎ(w) dw =

2k�∫
0

ℎ(w + x) dw >
2k�−#x∫
0

ℎ(w + #x) dw >
∫

w∈[0,k�]:
|w−w̃0 |<�

ℎ(w + #x) dw > (�
2
− �) �

2
.

Для 0 < � < �/2 правая часть положительна, откуда получаем требуемое противоре-
чие. �
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Используя неравенство Бесселя для скалярного произведения, введенного выше,
можно решить следующее упражнение.

Упражнение. ∀f ∈ AP существует не более чем счетное число точек � ∈ R таких, что

a (�) = lim
T→∞

1
T

T∫
0

f(w)e−h�w dw = 〈w, eh�w〉 ≠ 0. (8.65)

Более того, ∑
�∈R

|a (�) |2 6 〈f,f〉. (8.66)

Доказательство замечательной формулы

f =
∑

�:a (�)≠0
a (�)eh�w. (8.67)

для почти периодических функций можно прочитать в книге Harald Bohr, “Almost
periodic functions”, 1932.
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