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1. Çàíÿòèå 1. Ãðàäèåíò, ðîòîð è äèâåðãåíöèÿ

1.1. Áåñêîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà. Ãðàäèåí-
òîì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn → R â òî÷êå w ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âåêòîð grad f(w) ∈ Rn

ñî ñâîéñòâîì
f(w + h) = f(w) + (h, grad f(w))Rn + o(h), h→ 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

f(w + ε grad f(w)) ⩾ f(w + εh) (1)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ Rn ñî ñâîéñòâîì ∥h∥ = ∥ grad f(w)∥ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε > 0. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë íåðàâåíñòâà âûøå îçíà÷àåò, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèâà,
îïèñûâàåìàÿ ôóíöèåé f , ðàñòåò áûñòðåå âñåãî â íàïðàâëåíèè âåêòîðà grad f . Â êà÷åñòâå
f ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå òåìïåðàòóðó â òî÷êå ïðîñòðàíñòâà (n = 3) èëè âûñîòó íàä
óðîâíåì ìîðÿ (n = 2).

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî (8).

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïðîñòðàíñòâå Rn âûáðàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà
êîîðäèíàò è fxi

îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì, îòâå÷àþùèì åå áàçèñíûì
âåêòîðàì, òî

grad f(w) =

f ′
x1
(w)
. . .

f ′
xn
(w)

 .

1.2. Áåñêîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå è ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè. Äèâåð-
ãåíöèåé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rn â òî÷êå w0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

div f(w0) = lim
ε→0

1

|Bε(w0)|

∫
Sε(w0)

(f, n) dS

1
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ãäå Bε(w0) = {w : ∥w − w0∥ ⩽ ε}, Sε(w0) = {w : ∥w − w0∥ = ε}, n � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü ê Sε(w0). Èíòåãðàë ∫

Sε(w0)

(f, n) dS

äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé f òå÷åíèÿ æèäêîñòè îòâå÷àåò îáúåìó æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåìó ÷å-
ðåç Sε(w0). Òàêèì îáðàçîì, div f(w0) � ýòî ïîêàçàòåëü òîãî, íàñêîëüêî ìîùíûì èñòî÷-
íèêîì èëè ñòîêîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà w0.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî
∫
Sε(0)

xixjdS = 0 ïðè i ̸= j. Çäåñü xi � i-ÿ êîîðäèíàòà

òî÷êè x â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Rn.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðèáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ f(w0) ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â îïðåäåëåíèè äè-
âåðãåíöèè, äîêàæèòå, ÷òî div f(w0) =

∑
(∂fi/∂xi)(w0), åñëè fi � êîîðäèíàòíûå ôóíê-

öèè ïîëÿ f â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

1.3. Áåñêîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðîòîðà. Ðîòîðîì ãëàä-
êîãî îòîáðàæåíèÿ f : R3 → R3 â òî÷êå w0 ∈ R3 íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð rot f(w0) (ñó-
ùåñòâîâàíèå íå î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ!), ÷òî äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n ∈ R3

(rot f(w0), n) = lim
ε→0

1

|Dε(w0)|

∫
Cε(w0)

(f, τ) ds,

ãäå Dε(w0) � êðóã ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå w, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó n, Cε(w0) �
åãî ãðàíèöà, τ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëüíîãî îòíî-
ñèòåëüíî n îáõîäà Cε(w0). Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà∫

Cε(w0)

(f, τ) ds

äëÿ ñèëîâîãî ïîëÿ f ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí îòâå÷àåò êîëè÷åñòâó ðàáîòû, íåîáõîäèìîé
äëÿ îáõîäà âîêðóã òî÷êè w0 âäîëü Cε(w0). Åñëè w0 � öåíòð âèõðÿ, òî ýòà ðàáîòà áóäåò
áîëüøåé èëè ìåíüøåé â çàâèñèìîñòè îò åãî ìîùíîñòè.

Óïðàæíåíèå 5. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ðîòîðà â äåêàðòîâûõ êîîðèíàòàõ. Ýòî ìîæ-
íî ñäåëàòü ïî ìåíüøåé ìåðå äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ýëåìåíòàðíûé ñïîñîá ñîñòîèò â èñ-
ïîëüçîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà è ÿâíîì âû÷èñëåíèè. Áîëåå êîðîòêèé - ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëû Ñòîêñà. Îòâåò ìîæíî ñâåðèòü ñ êîíñïåêòîì ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

1.4. Áåñêîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé. Íàçîâåì ôóíêöèþ f ∈ C(Ω → R) ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè

f(w0) =
1

|Sr(w0)|

∫
Sr(w0)

fdS

äëÿ ëþáîé òî÷êè w0 ∈ Ω è ëþáîé ñôåðû Sr(w0) ⊂ Ω. Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå f ðàñïðå-
äåëåíèå òåìïåðàòóðû/äàâëåíèÿ â îáëàñòè Ω, âèäèì, ÷òî îíà ãàðìîíè÷íà (ïðè óñëîâèè,
÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíî, ò.å. f íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì è çàâèñèò ëèøü îò
òî÷êè). Äåéñòâèòåëüíî, ôèçè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ ãîâîðèò íàì, ÷òî åñëè áû f(w0) áûëà áû
áîëüøå èëè ìåíüøå ñâîåãî ñðåäíåãî

1

|Sr(w0)|

∫
Sr(w0)

fdS

òî òîãäà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè f(w0) äîëæíà áûëà áû ïîìåíÿòüñÿ (�ñîñåäíèå òî÷êè íàãðåëè
èëè îõëàäèëè áû òî÷êó w0�).

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî f ∈ C∞(Ω → R) äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè f .
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Óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C2(Ω → R), òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

(∆f)(w0) = lim
r→0

2

r2|Sr(w0)|

∫
Sr(w0)

(f − fr(w0)) dS = f ′′
x1x1

(w0) + . . .+ f ′′
xnxn

(w0).

Â ÷àñòíîñòè, ∆f = 0 âñþäó â Ω äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêèè f .

Âåðíîå è îáðàòíîå: óñëîâèå ∆f = 0 âñþäó â Ω âëå÷åò ãàðìîíè÷íîñòü f ∈ C2(Ω → R).

1.5. Àëãåáðàè÷åñêèå è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé â Rn

ïîðÿäêà 1 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Rn â R.

Ïðèìåð 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå p 7→ (p, v)Rn ñ ôèêñèðîâàííûì âåêòîðîì v ∈ Rn �
ôîðìà ïîðÿäêà 1 â Rn. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ôîðìó ÷åðåç ωv.

Óïðàæíåíèå 8. Ïðèìåð 1 îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìû ïåðâîãî
ïîðÿäêà â Rn.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü â Rn çàôèêñèðîâàí íåêîòîðûé áàçèñ v1, . . . , vn. Òîãäà îòîáðàæåíèå,
ñîïîñòàâëÿþùåå p ∈ Rn åãî êîîðäèíàòó ci â ðàçëîæåíèè

p = c1v1 + . . .+ cnvn

ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé ïîðäêà 1.

Ôîðìà èç ïðèìåðà 2 íàçûâàåòñÿ i-é êîîðäèíàòíîé ôîðìîé è îáîçíà÷àåòñÿ ωvi . Ýòî
ôîðìà ïîðÿäêà 1. Îíà çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà v1, . . . , vn.

Óïðàæíåíèå 9. Êàê íàéòè âåêòîð v ∈ Rn èç Ïðèìåðà 1, îïðåäåëÿþùèé ôîðìó ωvi èç
ïðèìåðà 2, åñëè áàçèñ v1, ... vn � îðòîãîíàëåí?

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå Rn çàôèêñèðîâàí íåêîòîðûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ v1, . . . , vn è
íàçâàí ñòàíäàðòíûì, òî åãî êîîðäèíàòíûå ôîðìû ωvi ìû áóäåì îáîçíà÷àòü dxi (èëè dx,
dy, dz, ...).

Äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ïîðÿäêà 1 â îáëàñòè Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå,
êàæäîé òî÷êå w ∈ Ω ñîïîñòàâëÿþùåå àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó ïîðÿäêà 1.

Ïðèìåð 3. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå R2 çàôèêñèðîâàí ñòàíäàðòíûé áàçèñ, ôîðìà xdy −
y2dx â òî÷êå w = ( 2

3 ) ðàâíà 2 dy−9dx = 2π2−9π1. Íà âåêòîðå p = ( −1
0 ) îíà ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå 2 · 0− 9 · (−1) = 9.

Óïðàæíåíèå 10. Ñ÷èòàÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R3 çàôèêñèðîâàí ñòàíäàðòíûé áàçèñ,

íàéäèòå çíà÷åíèå ôîðìû x2 dx+ y2 dy + z2 dz â òî÷êå w =
(

1
2
3

)
íà âåêòîðå p =

(
1
2
1

)
.

Âíåøåé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé â Rn ïîðÿäêà k ⩾ 1 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç (Rn)k

â R, ëèíåéíîå ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, ìåíÿþùåå çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîñåäíèõ àðãó-
ìåíòîâ.

Ïðèìåð 4. Îòîæäåñòâèì âåêòîðà Rn ñ èõ çàïèñüþ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, à ìíîæå-
ñòâî (Rn)n � ñ ìíîæåñòâîì ìàòðèö ðàçìåðà n × n. Òîãäà îïðåäåëèòåëü � àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ôîðìà ïîðÿäêà n â Rn. Ìàòðè÷íûå ìèíîðû ïîðÿäêà k � àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìû
ïîðÿäêà k â Rn.

Ýòîò ïðèìåð ìîæíî ðàçâèòü.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü â Rn çàôèêñèðîâàí íåêîòîðûé áàçèñ v1, . . . , vn. Âñïîìíèì, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå p ∈ Rn åãî êîîðäèíàòó ci â ðàçëîæåíèè

p = c1v1 + . . .+ cnvn
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íàçûâàåòñÿ i-é êîîðäèíàòíîé ôîðìîé è îáîçíà÷àåòñÿ ωvi. Âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì 1-
ôîðì ωvi1

, . . . , ωvik
íàçûâàåòñÿ ôîðìà ïîðÿäêà k, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

ωvi1
∧ ωvi2

∧ . . . ∧ ωvik
: (p1, p2, . . . , pn) 7→ det

c1i1 c1i2 . . . c1ik
c2i1 c2i2 . . . c2ik
cki1 cki2 . . . ckik

 ,

ãäå ps = cs1v1 + . . . + csnvn. Òàêèå ôîðìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûìè. Ïðè âûáîðå ðàç-
ëè÷íûõ áàçèñîâ ðàçëè÷íûå ôîðìû îêàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè.

Ëþáàÿ âíåøíÿÿ ôîðìà â Rn ïîðÿäêà k ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ïðîñòûõ ôîðì.

Äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ïîðÿäêà k ⩾ 1 â îáëàñòè Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå, êàæäîé òî÷êå w ∈ Ω ñîïîñòàâëÿþùåå àëåãáðàè÷åñêóþ ôîðìó ïîðÿäêà k â Rn.
Ôóíêöèè, äåéñòâóþùèå èç Ω â R óäîáíî ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ïîðÿä-
êà 0.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 çàôèêñèðîâàí ñòàíäàðòíûé áàçèñ. Äèôôåðåí-

öèàëüíàÿ ôîðìà x21x2dx2 ∧ dx3 â òî÷êå
(

2
3
1

)
íà ïàðå âåêòîðîâ p1 =

(
0
1
0

)
,
(

0
0
4

)
ðàâíà

12[dx2 ∧ dx3](p1, p2) = 12 det

(
1 0
0 4

)
= 48.

Óïðàæíåíèå 11. Ïóñòü ω2, ω3 � áàçèñíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå R3. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-

ìû x21x2ω2 ∧ ω3 â òî÷êå
(

2
3
1

)
íà ïàðå âåêòîðîâ p1 =

(
0
1
0

)
,
(

0
0
4

)
.

Óïðàæíåíèå 12. Ïóñòü â Rn âûáðàí ñòàíäàðòíûé áàçèñ è f : Rn 7→ R � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë df åñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà è åå ðàç-
ëîæåíèå íà áàçèñíûå ôîððìû dxi èìååò âèä

df = f ′
x1
dx1 + . . .+ f ′

xn
dxn.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ôîðìû

ω = fdxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dω = df ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik .
Ïî ëèíåéíîñòè ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë íà âñå ãëàäêèå ôîðìû.
Ïîçäíåå ìû íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë â äðóãèõ áàçèñàõ. Äðóãîé ïîä-
õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë àêñèîìàòè÷åñêè. Òîãäà
îïðåäåëåíèå áóäåò áåñêîîðäèíàòíûì, íî áóäåò áîëüøå ïîõîæå íà òåîðåìó ñóùåñòâîâà-
íèÿ, ÷åì íà ðåöåïò âû÷èñëåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé C2-ãëàäêîé ôîðìû ω èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî d2ω = 0.

Íà ôîðìàõ 0 ⩽ k ⩽ n â Rn îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ (òàê íàçûâàåìàÿ �çâåç-
äî÷êà Õîäæà�). Íàì ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî ñëó÷àé n = 3.

Óïðàæíåíèå 14. Îáîáùèòå ôàêòû, èçëàãàåìûå íèæå â ýòîì ïóíêòå íà ñëó÷àé n ̸= 3.
Ïðîâåðüòå ñåáÿ ïî êíèãå J. Jost, Riemannian Geometry and Geometric Analysis (2002),
ãëàâà 2.1.



5

Ïóñòü ω1, ω2, ω3 � áàçèñíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè v1, v2, v3 (çàâèñÿùèìè îò òî÷êè è îáðàçóþ-
ùèìè ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ). Îïðåäåëèì íîðìèðîâàííûå áàçèñíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìû

ω̂1 = ∥v1∥ω1, ω̂2 = ∥v2∥ω2, ω̂3 = ∥v3∥ω3.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p ∈ Rn çíà÷åíèå ω̂i(p) ñîâïàäàåò ñ i-ì êîýôôèöèåíòîì ïðè ðàçëî-
æåíèè p = c1wv̂1 + c2wv̂2 + c3wv̂3 â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå v̂i = vi/∥vi∥. Çâåçäî÷êà
Õîäæà çàäàåòñÿ íà ïðîñòûõ ôîðìàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⋆ω̂1 = ω̂2 ∧ ω̂3, ⋆ω̂2 = ω̂3 ∧ ω̂1, ⋆ω̂3 = ω̂1 ∧ ω̂2, ⋆1 = ω̂1 ∧ ω̂2 ∧ ω̂3, ⋆ ⋆ ω̂ = ω̂,

è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ôîðìû ïî ëèíåéíîñòè. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì
çâåçäî÷êè Õîäæà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå äåéñòâèå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñíûõ ôîðì ω̂i.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü â Rn çàôèêñèðîâàí ñòàíäàðòíûé áàçèñ. Òîãäà

⋆(x2dx ∧ dy + ydx ∧ dz) = x2dz − ydy.

Óïðàæíåíèå 15. Ïóñòü v1, v2 ∈ R3 � íåíóëåâûå íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðà. Äîêàæèòå,
÷òî ⋆(ωv1 ∧ ωv2) = (·, v1 × v2), ãäå × îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Óïðàæíåíèå 16. Ïóñòü g : R3 7→ R3 � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

d(g1dx+ g2dy + g3dz) = (rot g)1dy ∧ dz + (rot g)2dz ∧ dx+ (rot g)3dx ∧ dy, (2)

ãäå (rot g)i � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ðîòîðà îòîáðàæåíèÿ g : R3 → R3 â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Óïðàæíåíèå 17. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî óïðàæåíåíèÿ,

⋆d(g1dx+ g2dy + g3dz) = (rot g)1dx+ (rot g)2dy + (rot g)3dz. (3)

1.6. Îïåðàöèè áåìîëü è äèåç (b è #). Ýòè îïåðàöèè î÷åíü ïðîñòû. Äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà v ∈ Rn ìû îïðåäåëÿåì

vb = ωv

è
(ωv)# = v.

Òàê êàê ïî òåîðåìå Ðèññà (áûëî ÷òî-òî òàêîå â êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà...) ëþ-
áàÿ 1-ôîðìà èìååò âèä ωv äëÿ íåêîòîðîãî v, ýòî îïðåäåëÿåò (ω)# äëÿ ëþáîé 1-ôîðìû.
Îïðåäåëåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû.

Ïðèìåð 8. Ïóñòü f : Rn → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòà,

(dw0f)♯ = (f ′
x1
(w0) dx1 + . . .+ . . . f ′

xn
(w0) dxn)♯ = grad f(w0),

äëÿ âñåõ w0 ∈ Rn.

1.7. Óïðàæíåíèÿ íà îïåðàöèè d è ⋆ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Óïðàæíåíèå 18. Ïóñòü f : Rn → Rn � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

div f(w0) = (⋆d ⋆ f b)(w0),

äëÿ âñåõ w0 ∈ Rn.

Óïðàæíåíèå 19. Ïóñòü f : R3 → R3 � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

rot f(w0) = (⋆df b)#(w0),

äëÿ âñåõ w0 ∈ Rn.

Óïðàæíåíèå 20. Ïóñòü f : R3 → R3 � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

div rot f(w0) = 0,
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äëÿ âñåõ w0 ∈ Rn.

Óïðàæíåíèå 21. Ïóñòü f : Rn → Rn � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

rot grad f(w0) = 0,

äëÿ âñåõ w0 ∈ Rn.

Óïðàæíåíèå 22. Ïóñòü f : Rn → Rn � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

(∆f)(w0) = (div grad f)(w0) = (⋆d ⋆ df)(w0),

äëÿ âñåõ w0 ∈ Rn.

Ýòè óïðàæíåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îñíîâíûå îïåðàòîðû âåêòîðíîãî àíàëèçà ìîãóò
áûòü ÿâíî âûïèñàíû â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ñàìîì äåëå, îïåðàöèè b, #, ⋆ ÿâíî
îïðåäåëåíû äëÿ ëþáûõ ôîðì, è îñòàëîñü ëèøü íàó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü dω â äðóãèõ êîîðäè-
íàòíûõ ñèñòåìàõ.

2. Çàíÿòèå 2. Îïåðàöèè â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîòåíöèàë

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî øàðà

2.1. Êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû è áàçèñíûå ôîðìû. Ïóñòü F = F (w1, w2, w3) � ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò â îáëàñòè Ω̃ ⊂ R3, òî åñòü ãëàäêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç îáëàñòè
Ω ⊂ R3 â îáëàñòü Ω̃. Â êàæäîé òî÷êå w ∈ Ω îïðåäåëåíû âåêòîðà

v1 = (∂F/∂w1)(w), v2 = (∂F/∂w2)(w), v3 = (∂F/∂w3)(w). (4)

Áîëåå òîãî, ýòè âåêòîðà îáðàçóþò áàçèñ â R3.

Óïðàæíåíèå 23. Ïî÷åìó âåêòîðà v1, v2, v3 îáðàçóþò áàçèñ â R3?

Çíà÷èò, â êàæäîé òî÷êå w ∈ Ω îïðåäåëåíû àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìû ïîðÿäêà 1:

ωw,i : p 7→ cwi, p = cw1v1 + cw2v2 + cw3v3, p ∈ R3.

Îíè ïîðîæäàþò äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ïîðÿäêà 1 â îáëàñòè Ω̃ = F (Ω):

ωi : F (w) 7→ ωw,i, w ∈ Ω, i = 1, 2, 3.

Óïðàæíåíèå 24. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìû ω1, ω2, ω3 îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïîðÿäêà 1 â îáëàñòè Ω̃.

Ôîðìû ω1, ω2, ω3 íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè â Ω̃, îò-
âå÷àþùèìè ñèñòåìå êîîðäèíàò F . Ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè
det(v1, v2, v3) > 0 â êàæäîé òî÷êå w ∈ R3. Âñå îáû÷íûå ñèñòåìû êîîðäèíàò (öèëèíäðè÷å-
ñêàÿ, ñôåðè÷åñêàÿ, ïàðàáîëè÷åñêàÿ, . . .) � ïðàâèëüíûå. Ñèñòåìà êîîðäèíàò F íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé, åñëè âåêòîðà v1, v2, v3 � îðòîãîíàëüíû.

Óïðàæíåíèå 25. ×åìó ðàâíû âåêòîðà v1, v2, v3 äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
(òî åñòü äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ F : w 7→ w èç R3 â R3)?

Óïðàæíåíèå 26. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ωi îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè ωi(vj) = δij.

Ïðèìåð 9. Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Çäåñü

Ω = (0,+∞)× (0, 2π)× R, Ω̃ = F (Ω),

F : (r, φ, z) 7→

r cosφr sinφ
z

 , (r, φ, z) ∈ Ω,
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ãäå ñïðàâà íàïèñàí âåêòîð â ñòàíäàðòíîì áàçèñå R3. Ýòà ñèñòåìà � îðòîãîíàëüíàÿ.
Äåéñòâèòåëüíî,

v1 =

cosφ
sinφ
0

 , v2 =

−r sinφ
r cosφ

0

 , v3 =

0
0
1

 ,

è ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ r, φ, z âåêòîðà v1, v2, v3 � îðòîãîíàëüíû. Âû÷èñëèì áàçèñ-
íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ω1, ω2, ω3, îòâå÷àþùèå ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïî
îïðåäåëåíèþ, â êàæäîé òî÷êå F (w) ∈ Ω̃ ôîðìà ωi äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωi : cw1v1 + cw2v2 + cw3v3 7→ cwi.

Ïîñêîëüêó vi � îðòîãîíàëüíû,

[ωi(F (w))](p) =

(
p,

vi
∥vi∥2

)
R3

, p ∈ R3.

Åñëè, íàïðèìåð, i = 2, òî â òî÷êå w = F (r, φ, z) ìû ïîëó÷àåì

ω2(w) : p 7→ r−2(p, v2(r, φ, z))Rn , p ∈ Rn.

Ïðè ýòîì íîðìèðîâàííàÿ ôîðìà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ω̂2(w) : p 7→ r−1(p, v2(r, φ, z))Rn , p ∈ Rn.

Óïðàæíåíèå 27. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (r, φ, ψ) ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîé è îðòîãîíàëüíîé.

Óïðàæíåíèå 28. Âûïèøèòå âèä ôîðìû ω2, ω̂2 äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Íàøà öåëü � íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü ãðàäèåíò, ðîòîð è äèâåðãåíöèþ îòîáðàæåíèé, çàäàí-
íûõ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Ââåäåíèå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò áûâàåò î÷åíü
ïîëåçíûì, êîãäà ó èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ åñòü ñèììåòðèè. Íèæå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðè-
ìåíåíèÿ ýòîé òåõíèêè áóäåò ðàçîáðàíî íàõîæäåíèå ïîòåíöèàëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïî-
ëÿ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî øàðà. Íà ïåðâîì çàíÿòèè ìû íàó÷èëèñü âûðàæàòü ãðàäè-
åíò, ðîòîð è äèâåðãåíöèþ â òåðìèíàõ ⋆, d, ♯, b. Îñòàëîñü ïîíÿòü, êàê ýòè îïåðàöèè
äåéñòâóþò â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

2.2. Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðè âû÷èñëåíèè
âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f̃ : Ω̃ → R, çàäàííîãî â êðèâîëèíåéíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîîòíîøåíèåì

f̃(F (w)) = f(w), w ∈ Ω,

èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óïðàæíåíèå 29. (df̃)(F (w)) = ( ∂
∂w1

f)(w)ω1 + ( ∂
∂w2

f)(w)ω2 + ( ∂
∂w3

f)(w)ω3

Òàê êàê d2ω = 0, äëÿ ëþáîé ôîðìû ω (â òîì ÷èñëå - 0-ôîðìû) ìû ïîëó÷àåì

Óïðàæíåíèå 30. dωi = 0 äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòíîé ôîðìû ωi.

Çàìå÷àÿ, ÷òî ëþáàÿ ôîðìà ω ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà áàçèñíûå è ÷òî

d(ω ∧ ω̃) = (dω) ∧ ω̃ + (−1)kω ∧ (dω̃) (5)

äëÿ ëþáûõ ôîðì ω, ω̃ (çäåñü k � ïîðÿäîê ôîðìû ω), ìû âèäèì, ÷òî ïðåäûäóùèå äâà
óïðàæíåíèÿ äàþò ðåöåïò òîãî, êàê íàéòè äèôôåðåíöèàë ëþáîé ôîðìû â êðèâîëèíåé-
íûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïðèìåð 10. Ïóñòü ω = cosφ ω̂2, ãäå ω2 � íîðìèðîâàííàÿ áàçèñíàÿ ôîðìà öèëèíäðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà

dω = d(r cosφω2) = (cosφω1 − r sinφω2) ∧ ω2 + r cosφdω2 = cosφω1 ∧ ω2.
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Ïðèìåð 11. Ïîñ÷èòàåì ãðàäèåíò ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ:

grad f̃(F (w)) = (df̃(F (w)))♯ =
(
(
∂

∂w1

f)(w)ω1 + (
∂

∂w2

f)(w)ω2 + (
∂

∂w3

f)(w)ω3

)
♯

= (
∂

∂w1

f)(w)v1 + (
∂

∂w2

f)(w)v2 + (
∂

∂w3

f)(w)v3.

Ïðèìåð 12. Ïîñ÷èòàåì div f̃ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f̃ : Ω̃ → R3, ñ÷èòàÿ, ÷òî íàì
èçâåñòíî åãî ðàçëîæåíèå â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

f̃(F (w)) = f1(w)v̂1 + f2(w)v̂2 + f3(w)v̂3, w ∈ Ω.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

div f̃(F (w)) = ⋆(d ⋆ f̃ b)(F (w))

= ⋆(d ⋆ [f1(w)ω̂1 + f2(w)ω̂2 + f3(w)ω̂3]

= ⋆(d[f1(w)ω̂2 ∧ ω̂3 + f2(w)ω̂3 ∧ ω̂1 + f3(w)ω̂1 ∧ ω̂2]

= ⋆(d[∥v2∥∥v3∥f1(w)ω2 ∧ ω3 + ∥v3∥∥v1∥f2(w)ω3 ∧ ω1 + ∥v1∥∥v2∥f3(w)ω1 ∧ ω2]

= ⋆

[
∂

∂w1

(∥v2∥∥v3∥f1) (w) + . . .+
∂

∂w3

(∥v1∥∥v2∥f3) (w)
]
ω1 ∧ ω2 ∧ ω3

= ⋆

[
∂

∂w1
(∥v2∥∥v3∥f1) (w) + . . .+ ∂

∂w3
(∥v1∥∥v2∥f3) (w)

]
∥v1∥∥v2∥∥v3∥

ω̂1 ∧ ω̂2 ∧ ω̂3

=
∂

∂w1
(∥v2∥∥v3∥f1) (w) + ∂

∂w2
(∥v3∥∥v1∥f2) (w) + ∂

∂w3
(∥v1∥∥v2∥f3) (w)

∥v1∥∥v2∥∥v3∥
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ∥vi∥ ≡ 1, è ìû ïîëó÷èëè ïðè-
âû÷íîå âûðàæåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè.

Óïðàæíåíèå 31. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ div f̃ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Óïðàæíåíèå 32. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ rot f̃ â îáùèõ êðèâîëèíåéíûõ îðòîãîíàëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ.

2.3. Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïîñ÷èòàåì îïåðàòîð Ëàïëà-
ñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

∆f̃ = div grad f̃ ,

à îïåðàòîðû grad è div ìû óæå ïîñòðîèëè.

Óïðàæíåíèå 33. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, φ, ψ îïåðàòîð
Ëàïëàñà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆f̃ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 cos2 ψ

∂2f

∂φ2
+

1

r2 cosψ

∂

∂ψ

(
cosψ

∂

∂ψ
f

)
Íà ïðàêòèêå îáû÷íî íå ââîäÿò ñïåöèàëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ f̃ , à èñïîëüçóþò áóêâó f â
äâóõ ñìûñëàõ (êàê ôóíêöèþ îäíîâðåìåííî îò äåêàðòîâûõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò).

Óïðàæíåíèå 34. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò r, φ, z.

2.4. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Ïîòåíöèàë ïîëÿ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî øàðà.
Ïóñòü F � ñèëîâîå ïîëå â Rn. Îíî íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
u (ïîòåíöèàë ïîëÿ), òàêàÿ, ÷òî

F = grad u.
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Äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ðàáîòà ïîëÿ ïî ïåðåìåùåíèþ ÷àñòèöû èç òî÷êè a ∈ Rn â
òî÷êó b ∈ Rn âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè ðàâíà ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ â ýòèõ òî÷êàõ:∫

[a,b]

(F (t), τ(t)) ds =

∫
[a,b]

(grad u(t), τ(t)) ds = u(b)− u(a), (6)

ãäå τ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð êðèâîé [a, b].

Óïðàæíåíèå 35. Äîêàæèòå ôîðìóëó (10).

Ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â æèçíè � íàïðèìåð, òàêîâû ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêèå ïîëÿ (ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå ñèñòåìîé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è íå ìåíÿþùèåñÿ ñî âðåìå-
íåì). Êàê ìû îáñóæäàëè íà ïåðâîì çàíÿòèè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêà
div F â êàæäîé òî÷êå x ∈ Rn îòâå÷àåò ìîùíîñòè èñòî÷íèêà ïîëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå
x. Åñëè F � ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, div F (x) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ âåëè÷èíîé çà-
ðÿäà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà
f : Rn → R íåêîòîðîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

div grad u = q

áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïîòåíöèàëîì u, ñîçäàþùåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå F = grad u ñ
çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäîâ q. Îïåðàòîð

∆ = div grad

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Îáû÷íî îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ∆u = q òðåáóþò, ÷òîáû
îíî óáûâàëî íà áåñêîíå÷íîñòè ñî ñêðîñòüþ const/∥x∥n−2 (ïðè n ⩾ 3) èëè áûëî îãðàíè-
÷åíî const log |x| ïðè n = 2. Ýòî ñâÿçàíî ñ âîïðîñàìè åäèíñòâåííîñòè, êîòîðûå ìû çäåñü
íå îáñóæäàåì.

Ïðèìåð 13. Íàéäåì ïîëå ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî øàðà BR ⊂ R3 ðàäèóñà R. Â ýòîì
ïðèìåðå q = χBR

� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ øàðà BR. Íà ëåêöèÿõ äîêàçûâàëè
îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

u(x) =

∫
Rn

g0(x− y)q(y) dy,

ãäå g0 � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Åñëè T ∈
SO3 � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â Rn, òî

u(Tx) =

∫
Rn

g0(Tx− y)q(y) dy = u(x) (7)

â ñèëó ñâîéñòâ ðåøåíèÿ g0 è òîãî ôàêòà, ÷òî | detT | = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñôåðèè÷å-
ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò u(x) = f(r), ãäå ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
= χBR

.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå ïðè r > R, r < R, ìû ïîëó÷àåì ñîîòâåòñâåííî

f1(r) =
c1
r
+ c2, r > R

f2(r) =
r2

6
+
c3
r
+ c4, r < R.

Èç óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷àåì c2 = 0. Òàê êàê ðåøåíèå äîëæíî áûòü íåïðå-
ðûâíî (ñì. ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ íåãî), c3 = 0. Îñòàëîñü ïîäîáðàòü c1, c4 òàê, ÷òîáû
ñêëåéêà f1, f2 ïîëó÷èëàñü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé:

c1
R

=
R2

6
+ c4
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− c1
R2

=
R

3
Èòàê, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

u =

{
−R3/3r, r ⩾ R

r2/6−R2/2, r ⩽ R.

Óïðàæíåíèå 36. Ïî÷åìó â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà?

Óïðàæíåíèå 37. Äîêàæèòå ôîðìóëó (7).

Óïðàæíåíèå 38. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îïðåäåëèòü âíåøíèé äèôôåðåíöèàë íà ôîðìàõ
ω = fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik â Rn ïî ïðàâèëó

dω =

(
∂f

∂x1
+ . . .+

∂f

∂xn

)
∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

òî îí áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâó (8).

Óïðàæíåíèå 39. Äîêàæèòå, ÷òî âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ìîæíî îïðåäåëèòü àêñèî-
ìàòè÷åñêè, çàäàâ åãî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè íà ãëàäêèõ ôîðìàõ:

(a) df � äèôôåðåíöèàë f , åñëè f � íóëü-ôîðìà,
(b) d(df) = 0, åñëè f � íóëü-ôîðìà,
(c) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (8).

Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

3. Çàíÿòèå 3. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

3.1. Îáîáùåííûå ôóíêöèè. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞(Ω) ïðî-
ñòðàíñòâî Ôðåøå, ñîñòîÿùåå èç ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé, çàäàâàåìîé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(f, g) =
∞∑

N=1

2−N ∥f − g∥N
∥f − g∥N + 1

,

ãäå

∥f∥N = sup
x∈KN
|α|⩽N

∣∣∣∣ ∂|α|f∂xα
(x)

∣∣∣∣,
à KN � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ êîìïàêòîâ â Rn, â îáúåäèíåíèè äàþùèõ îá-
ëàñòü Ω.

Óïðàæíåíèå 40. Äîêàæèòå, ÷òî ρ � ýòî ìåòðèêà, à C∞(Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå
(ïîëíîå ëèíåéíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé).

Ïóñòü K ⊂ Ω � êîìïàêò (â òîïîëîãèè Rn). Ïîëîæèì

DK(Ω) := {f ∈ C∞(Ω) : supp f ⊂ K},
ñ ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé ñ C∞(Ω). Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé
D(Ω) êàê ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Ω è òîïîëîãèåé T
èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà:

D(Ω) = (∪K⊂ΩDK(Ω), T ).

Òîïîëîãèÿ T îïðåäåëÿåòñÿ áàçîé â íóëå, ñîñòîÿùåé èç âûïóêëûõ óðàâíîâåøåííûõ (åñëè
u ∈ U , òî cu ∈ U äëÿ ëþáîãî c ∈ C : |c| = 1) ìíîæåñòâ U ⊂ C∞

0 (Ω), òàêèõ ÷òî U ∩
DK(Ω) îòêðûòî â DK(Ω) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòàK ⊂ Ω. Óïðàæíåíèÿ 2-5 íèæå äîñòàòî÷íî
ñëîæíû, îäíàêî òå, êòî èõ ñäåëàåò, õîðîøî ðàçáåðåòñÿ â ñìûñëå ïðîèñõîäÿùåãî.



11

Óïðàæíåíèå 41. Ñõîäèìîñòü fn → f â D(Ω) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K, ÷òî supp fn ⊂ K äëÿ âñåõ n ∈ N è fn → f â DK.

Òîïîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçîâåì ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ X òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ∈ τ ïðè áîëüøèõ
íîìåðàõ n,m èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå xn−xm ∈ U , ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî
xn → x â òîïîëîãèè τ .

Óïðàæíåíèå 42. D(Ω) � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Óïðàæíåíèå 43. C∞
0 (Ω) ñ ìåòðèêîé ρ � íåïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (îáðà-

òèòå âíèìàíèå íà íîñèòåëè).

Óïðàæíåíèå 44. Â ïðîñòðàíñòâå D(Ω) íåò ñ÷¼òíîé áàçû, à ïîòîìó ñåêâåíöèàëüíàÿ
çàìêíóòîñòü íå ðàâíîñèëüíà çàìêíóòîñòè.

Ðàñïðåäåëåíèåì èëè îáîáù¼ííîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíê-
öèîíàë íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå D(Ω). Ïðîñòðàíñòâî îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé ñî
ñëàáîé òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé òîòàëüíûì ñåìåéñòâîì ôóíêöèîíàëîâ D(Ω), îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç D′(Ω). Âñïîìèíàÿ ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ïîíèìàåì, ÷òî áàçà îêðåñòíîñòåé
íóëÿ â D′(Ω) ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà

VA,ε = {f ∈ D′(Ω) : |f(φ)| < ε, φ ∈ A},
ãäå ε > 0, à A ïðîáåãàåò âñå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà D(Ω). Åñòü ïðîñòîé òåñò, ïîçâîëÿ-
þùèé ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â òîïîëîãèè D(Ω).

Óïðàæíåíèå 45. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f íà D(Ω) ëåæèò â D′(Ω) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ω ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà N = N(K) è
c = c(K), ÷òî

|f(φ)| ⩽ c sup
x∈K,|α|⩽N

∣∣∣∣ ∂|α|φ∂xα
(x)

∣∣∣∣ , f ∈ DK .

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî N0 ∈ N∪{+∞}, òàêîå, ÷òî N(K) ⩽ N0 äëÿ âñåõ êîìïàêòîâ K ⊂ Ω
â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ðàñïðåäåëåíèÿ f .

3.2. Ðàñïðåäåëåíèÿ ìåäëåííîãî ðîñòà. Ðàñïðåäåëåíèå (îáîùåííàÿ ôóíêöèÿ) ìåä-
ëåííîãî ðîñòà � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà S(Rn). Ïðîñòðàíñòâî ðàñïðå-
äåëåíèé ìåäëåííîãî ðîñòà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S ′(Rn). Òîïîëîãèÿ íà S ′(Rn) ââîäèòñÿ
ñëàáûì îáðàçîì: áàçó îêðåñòíîñòåé íóëÿ ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà âèäà

VA,ε = {f ∈ S ′(Rn) : |f(φ)| < ε, φ ∈ S(Rn)},
ãäå ε > 0, à A ïðîáåãàåò âñå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà S(Rn).

Óïðàæíåíèå 46. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå S ′(Rn) ⊂ D′(Rn). Åãî íóæíî ïîíèìàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f ∈ S ′(Rn), òî ñóæåíèå f |D(Rn) ∈ D′(Rn). Óêàçàíèå: ïðåäïî-
ëîæèòå ïðîòèâíîå è ðàññìîòðèòå ôóíêöèè φN ñî ñâîéñòâîì |f(φN)| ⩾ N∥φN∥N .
3.3. Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé. Âìåñòî f(φ) äàëåå áóäåì ïèñàòü (f, φ). Åñëè f ∈
L1
loc(Ω), òî ÷åðåç φf áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèîíàë

φf : g 7→
∫
Ω

fg dx

çàäàííûé íà D(Ω).

Óïðàæíåíèå 47. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1
loc(Ω) èìååì φf ∈ D′(Ω).

Óïðàæíåíèå 48. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ f, g ∈ L1
loc(Ω) èç ðàâåíñòâà φf = φg â D′(Ω)

ñëåäóåò ðàâåíñòâî f = g â L1
loc(Ω).
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Ýòî äâà óïðàæíåíèÿ ïîçâîëÿþò íå äåëàòü ðàçíèöû ìåæäó f è φf . Òàê è áóäåì ïîñòó-
ïàòü â äàëüíåéøåì.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè â òîïîëîãèè S(Rn)
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà D(Rn), îí ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî
S(Rn) åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Óïðàæíåíèå 49. Ìíîæåñòâî C∞
0 (Rn) ïëîòíî â S(Rn).

Óïðàæíåíèå 50. Åñëè f ∈ Lp(Rn), ãäå 1 ⩽ p ⩽ +∞, òî φf ∈ S ′(Rn).

Óïðàæíåíèå 51. ex ∈ D′(R) \ S ′(R).
Óïðàæíåíèå 52. ex sin ex ∈ S ′(R) \ Lp(R) äëÿ ëþáîãî 1 ⩽ p ⩽ +∞.

Óïðàæíåíèå 53. δ′0 : φ 7→ φ′(0) � ðàñïðåäåëåíèå ìåäëåííîãî ðîñòà íà Rn ïîðÿäêà 1.

Óïðàæíåíèå 54. Ïóñòü SR � ñôåðà ðàäèóñà R. Ôóíêöèîíàë δSR
: φ 7→

∫
SR
φdS �

ðàñïðåäåëåíèå ìåäëåííîãî ðîñòà íà Rn ïîðÿäêà 0.

Óïðàæíåíèå 55. Ïðèäóìàéòå îáîùåííóþ ôóíêöèþ ïîðÿäêà k ∈ N â Ω.

Óïðàæíåíèå 56. Ïðèäóìàéòå îáîùåííóþ ôóíêöèþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà â Ω.

Óïðàæíåíèå 57. Ñóùåñòâóþò ëè ðàñïðåäåëåíèÿ ìåäëåííîãî ðîñòà áåñêîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà?

Óïðàæíåíèå 58. Ïóñòü x0, x1 ∈ Rn è ìóëüòèèíäåêñ α ôèêñèðîâàíû. Îïðåäåëèì

f : φ 7→ 2φ(x0) + 3

(
∂|α|φ

∂xα

)
(x1), φ ∈ S(Rn).

Òîãäà f ∈ S ′(Rn). Êàêîâ ïîðÿäîê f?

Óïðàæíåíèå 59. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f ïî ïðàâèëó

f : φ 7→ p.v.

∫
R

φ(x)

x
dx, φ ∈ S(R).

Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñóùå-
ñòâóåò) è f ∈ S ′(R).
3.4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîùåííûõ ôóíêöèé. Åñëè f ∈ D′(Ω), a α � ìóëüòèèí-

äåêñ, îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë ∂|α|

∂xαf ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:(
∂|α|

∂xα
f, φ

)
= (−1)|α|

(
f,
∂|α|

∂xα
φ

)
, φ ∈ D(Ω).

Óïðàæíåíèå 60. ∂|α|

∂xαf ∈ D′(Ω) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α.

Óïðàæíåíèå 61. Åñëè f ∈ C |α|(Ω), òî îïðåäåëåíèÿ ∂|α|

∂xαf â ñòàðîì è íîâîì ñìûñëå
ñîâïàäàþò (ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþò îäèíàêîâûé ôóíêöèîíàë).

Óïðàæíåíèå 62. Ïóñòü θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà:

θ(x) =

{
1, x ⩾ 0

0, x < 0.

Äîêàæèòå, ÷òî θ′ = δ0.

Óïðàæíåíèå 63. Ïóñòü Z ∈ C1(R). Äîêàæèòå, ÷òî (Zθ)′ = Z ′θ + Z(0)δ0.

Óïðàæíåíèå 64. Ïóñòü P = dn

dxn + an−1(x)
dn−1

dxn−1 + . . . + a1(x)
d
dx

+ a0(x) � äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå Z ∈ Cn(R) óðàâíåíèÿ P (Z) = 0, òàêîå, ÷òî Z(k)(0) = 0, k = 0, . . . n − 2,
Z(n−1)(0) = 1. Òîãäà θZ � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ P , òî åñòü P (θZ) = δ0.
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3.5. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà êëàññå Øâàðöà. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè
f ∈ S(Rn) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

(Ff)(t) = 1

(2π)n/2

∫
Rn

f(x)e−i⟨x,t⟩ dx, t ∈ Rn.

Çäåñü ⟨x, t⟩ � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ S(Rn) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

(F−1f)(t) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(x)ei⟨x,t⟩ dx, t ∈ Rn.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ãîìåîìîðôèçì êëàññà Øâàðöà íà ñåáÿ. Îíî ïðîäîëæàòåñÿ äî
óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå L2(R). Îïåðàòîðû F , F−1 âçàèìíî îáðàòíû. Áîëåå
òîãî, F4 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Óïðàæíåíèå 65. Ïðîâåðüòå, ÷òî F(S(Rn)) ⊂ S(Rn).

3.6. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà êëàññå ðàñïðåäåëåíèé ìåäëåííîãî ðîñòà. Ïóñòü
f ∈ S ′(Rn). Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ f íàçûâàåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë Ff , ÷òî

(Ff, φ) = (f,Fφ) ∀φ ∈ S(Ω).
Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â íîâîì ñìûñëå, à ñïðàâà � â
ñòàðîì. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ãîìåîìîðôèçì S ′(Rn) íà ñåáÿ.

Óïðàæíåíèå 66. Ïðîâåðüòå, ÷òî F(S ′(Rn)) ⊂ S ′(Rn).

Óïðàæíåíèå 67. Âû÷èñëèòå F(δSR
), ãäå SR � ñôåðà â R3, ðàñïðåäåëåíèå δSR

îïðåäåëåíî
â óïðàæíåíèè (54).

Óïðàæíåíèå 68. Âû÷èñëèòå F(f), ãäå f � ðàñïðåäåëåíèå èç óïðàæíåíèÿ (59).

4. Çàíÿòèå 4. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ, âîëíîâîå óðàâíåíèå

4.1. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ. Ïóñòü P (D) � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ãëàä-
êèìè êîýôôèöèåíòàìè, äåéñòâóþùèé íà ãëàäêèå ôóíêöèè â Rn. Òîãäà P (D)f ∈ D′(Rn)
äëÿ ëþáîé îáîùåííîé ôóíêöèè f ∈ D′(Rn). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

P (D)f = δ0.

Ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé
íåíóëåâîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ðåøåíèå (ýòîò ãëóáîêèé ôàêò íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ìàëüãðàíæà-Ýðåíïðàéñà).
Â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè âñå âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ óïðàæíåíèé.

Óïðàæíåíèå 69. Ïóñòü Z ∈ C1(R), θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Äîêàæèòå, ÷òî (Zθ)′ =
Z ′θ + Z(0)δ0.

Óïðàæíåíèå 70. Ïóñòü P = dn

dxn + an−1(x)
dn−1

dxn−1 + . . . + a1(x)
d
dx

+ a0(x) � äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå Z ∈ Cn(R) óðàâíåíèÿ P (Z) = 0, òàêîå, ÷òî Z(k)(0) = 0, k = 0, . . . n − 2,
Z(n−1)(0) = 1. Òîãäà θZ � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ P , òî åñòü P (θZ) = δ0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K � ýòî íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ D′(Ω), åñëè K ⊂ Ω � íàè-
ìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî (f, φ) = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
φ ∈ D(Ω) òàêîé, ÷òî suppφ ⊂ Ω \K.
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Ðèñ. 1. Êîëåáàíèÿ ñòðóíû. Ðèñóíîê âçÿò èç êíèãè Â.Ñ. Âëàäèìèðîâà,
Ñ.Â. Æàðèíîâà �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�.

Ïðèìåð 14. Íîñèòåëü δ0 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé {0}. Äåéñòâèòåëüíî, (φ, δ0) = φ(0) = 0
åñëè 0 /∈ suppφ. ßñíî òàêæå, ÷òî 0 ∈ supp δ0, òàê êàê φ(0) ̸= 0 äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé
φ ∈ D(Rn).

Ïðèìåð 15. Íîñèòåëü ôóíêöèè θZ ∈ D′(R) èç óïðàæíåíèÿ 88 ëåæèò íà ïîëóîñè
R+ = [0,+∞). Äåéñòâèòåëüíî, θ(x) = 0 ïðè x ⩽ 0, ïîýòîìó ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ëþáîé φ: suppφ ⊂ (−∞, 0) ìû ïîëó÷èì 0.

Ïðèìåð 16. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåùåíèå îïåðàòîðà L = d2

dx2 + 3 d
dx

+ 2. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ óïðàæíåíèåì 88, äëÿ ýòîãî íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Z ′′ + 3Z ′ + 2Z = 0, Z ′(0) = 1, Z(0) = 0.

Ðåøåíèå èùåì â âèäå Z = c1e
λ1x+c2e

λ2x. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

λ2k + 3λk + 2 = 0, c1λ1 + c2λ2 = 1, c1 + c2 = 0.

Ïîëó÷àåì äâà êîðíÿ λ1 = −2, λ2 = −1, îòêóäà c1 = −1, c2 = 1. Èòàê,

E0 = θ(e−x − e−2x)

� ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà L.

Óïðàæíåíèå 71. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà L = d2

dt2
+ a2.

Îòâåò: E0 = θ sin at
a

Óïðàæíåíèå 72. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà L = ( d
dx

+ a)2.
Îòâåò: E0 = −x

a
e−axθ

4.2. Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñòðóíó, ñîâåðøàþùóþ
êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè XY ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû ñ ïëîòíîñòüþ f , íàïðàâëåííîé
â êàæäîé òî÷êå x ∈ R âäîëü îñè OY . Ñèëó íàòÿæåíèÿ ñòðóíû áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t è ðàâíîé T0 ïî íîðìå. Ïëîòíîñòü ñòðóíû â òî÷êå x îáîçíà÷èì
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÷åðåç ρ(x). Îòêëîíåíèå ñòðóíû îò îñè àáñöèññ â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t íàçîâåì
u(x, t). Ñóììà ñèë, äåéñòâóþùàÿ íà ó÷àñòîê ñòðóíû [x, x+∆x] ðàâíà

−T (x, t) + T (x+∆x, t) +

∫
[x,x+∆x]

f(s, t) ds,

ãäå T (x, t) � ñèëà íàòÿæåíèÿ â òî÷êå x. Ïðîåêöèÿ ýòîé ñèëû íà îñü OY ðàâíà

−T0 sinα(x, t) + T0 sinα(x+∆x, t) +

∫
[x,x+∆x]

f(s, t) ds,

ãäå α � óãîë ìåæäó T (x, t) è îñüþ àáñöèññ. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ýòà ñèëà äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèþ ìàññû ó÷àñòêà íà åãî óñêîðåíèå âäîëü îñè OY , òî åñòü

ma =

∫
[x,x+∆x]

ρ(s) ds · u′′tt(x, t).

Ñëåäîâàòåëüíî,

T0

(
sinα(x+∆x, t)− sinα(x, t)

∆x

)
+

1

∆x

∫
[x,x+∆x]

f(s, t) ds =
1

∆x

∫
[x,x+∆x]

ρ(s) ds · u′′tt(x, t).

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïîëó÷àåì

T0 cosα(x, t) · α′
x(x, t) + f(x, t) = ρ(x)u′′tt(x, t)

Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿäêà α2(x, t) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ cosα(x, t) = 1,

α(x, t) = tanα(x, t) = u′x(x, t), α′
x(x, t) = u′′xx(x, t).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ρ(x)utt(x, t)− T0uxx(x, t) = f(x, t), u(x, 0) = u0(x), u′t(x, 0) = u1(x)

ãäå u0 � ïîëîæåíèå ñòðóíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, u1 � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
ñòðóíó â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Åñëè ñòðóíà ñäåëàíà èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà è íàòÿ-
íóòà ñ åäèíè÷íîé ñèëîé, òî äàííîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

utt − a2uxx = f(x, t), u(x, 0) = u0(x), u′t(x, 0) = u1(x),

ãäå a > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïðèìåð 17. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà L = utt − a2uxx. Äëÿ
ýòîãî ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îòíîñèòåëüíî x ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ

utt − a2uxx = δ0(x, t)

Äëÿ ũ = Fxu ïîëó÷èì

ũtt(ξ, t) + a2ξ2ũ(ξ, t) =
1√
2π
δ0(t).

Ôèêñèðóÿ ξ, ïðèìåíèì ðåçóëüòàò óïðàæíåíèÿ 98. Ïîëó÷èì

ũ(ξ, t) =
1√
2π

sin(a|ξ|t)
a|ξ|

θ(a|ξ|t) = 1√
2π

sin(aξt)

aξ
θ(t).

Âñïîìíèì, ÷òî

Fχ[−r,r] =
1√
2π

∫ r

−r

eisx ds =
1√
2π

eisx

ix

∣∣∣r
−r
=

2√
2π

sin rx

x

Âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ξ, ïîëó÷èì

E0(ξ, t) =
1

2a
χ[−at,at](x)θ(t) =

1

2a
θ(at− |x|).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü àðãóìåíòû, èñïîëüçîâàííûå â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, â
äîêàçàòåëüñòâî, òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ ðàáîòà. Ìû ïîñòóïèì èíà÷å è ñäåëàåì ñëåäóþùåå
óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 73. Ïðîâåðüòå ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî E0 = 1
2a
θ(at−|x|) � ôóíäàìåíòàëüíîå

ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà ñòðóíû L = utt − a2uxx.

Óïðàæíåíèå 74. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîñòðîéòå ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-
øåíèå äëÿ îïåðàòîðà Äàëàìáåðà L = utt − a2(uxx + uyy + uzz). Îòâåò: E0 = θ(t)

4πa2t
δSat(x),

ãäå SR � ñôåðà ðàäèóñà R.

4.3. Îáîùåííàÿ çàäà÷à Êîøè. Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 18. Ïóñòü u � íåïðåðâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà íà R+, u(x) = 0 ïðè
x < 0. Òîãäà

u′(x) = u(0)δ0 + u′c(x)

ãäå êëàññè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ u′c ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ â òî÷êàõ, ãäå îíà íå ñóùå-
ñòâóåò (òî åñòü â òî÷êå x = 0), à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ âû÷èñëÿåòñÿ ïî îáû÷íîìó
ïðàâèëó. Äåéñòâèòåëüíî,

(u′, φ) = −(u, φ′) = −
∫
R+

uφ′ = u(0)φ(0) +

∫
R+

u′cφ = u(0)φ(0) +

∫
R
u′cφ,

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ïîñìîòðèì, êàê ìîäèôèöèðîâàòü âîëíîâîå óðàâíåíèå, ÷òîáû îíî ó÷èòûâàëî íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ.

Óïðàæíåíèå 75. Ïóñòü u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt − a2uxx =
f(x, t), u(0, x) = u0(x), u

′
t(0, x) = u1(x). Ïîëîæèì ũ(x, t) = u(x, t) ïðè t ⩾ 0 è u(t, x) = 0

ïðè t < 0. Òîãäà ũ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ũ′′tt(x, t)− a2ũ′′xx(x, t) = f(x, t) + u0(x)δ
′
0(t) + u1(x)δ0(t).

Óïðàæíåíèå 76. Ïóñòü f ∈ C, u0 ∈ C2, u1 ∈ C1, è ïóñòü

u = E0 ∗ f(x, t) + u0(x)δ
′
0(t) + u1(x)δ0(t).

Òîãäà

u =
1

2a

∫ t

0

∫ x+(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ) dξ dτ +
1

2a

∫ x+at

x−at

u1(ξ) dξ dτ +
1

2
(u0(x+ at) + u0(x− at)),

òî åñòü ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå Äàëàìáåðà ðåøåíèÿ âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ.

4.4. Óïðàæíåíèÿ äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé.

Óïðàæíåíèå 77. Åñëè f � ðàñïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-
ëåì, òî f � êîíå÷íàÿ ñóììà ïðîèçâîäíûõ ìåð ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Óêàçàíèå:
ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà ïîðÿäîê f ðàâåí íóëþ. Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ðèññà-
Ìàðêîâà.

Óïðàæíåíèå 78. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ D(R2) åñòü ïðåäåë â D(R2)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé âèäà φ1(x)φ2(y), ãäå φ1,2 ∈ D(R).

Óïðàæíåíèå 79. Ïóñòü v ∈ C1[0,∞), è ïóñòü vodd, veven � ïðîäîëæåíèÿ ýòîé ôóíê-
öèè íà âñþ îñü ÷åòíûì è íå÷åòíûì îáðàçîì. Íàéäèòå v′odd, v

′
even â òåðìèíàõ òåîðèè

ðàñïðåäåëåíèé.
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5. Çàíÿòèå 5. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå è ñâåðòêà îáîáùåííûõ ôóíêöèé

5.1. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé
f ∈ D′(Rn), g ∈ D′(Rm) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(f(x)× g(y), φ(x, y)) = (f, (g(y), φ(x, y)), φ ∈ D(Rn+m).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà çàäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà D(Rn+m),
òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå f × g ∈ D′(Rn+m).

Óïðàæíåíèå 80. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà (x, y) 7→ φ(x)ψ(y), x ∈ Rn, y ∈ Rm, ãäå
φ ∈ D(Rn), ψ ∈ D(Rm), ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå D(Rn+m). Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå
ôóíêöèè âèäà P (x, y)ηn(x)ηm(y) � ãäå P � ìíîãî÷ëåí, ηn,m � ãëàäêèé ñïóñê ñ åäèíèöû.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ D′(Rn), g ∈ D′(Rm) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(f × g, φ(x)ψ(y)) = (f, φ)(g, ψ) = (g × f, φ(x)ψ(y)), φ ∈ D(Rn), ψ ∈ D(Rm).

Óïðàæíåíèå 81. Lëÿ ëþáûõ ðàñïðåäåëåíèé f ∈ D′(Rn), g ∈ D′(Rm) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî f × g = g × f .

5.2. Ñâåðòêà ðàñïðåäåëåíèé. Ôîðìóëà äëÿ ñâåðòêè ôóíêöèé ïîäñêàçûâàåò íàì òàêîå
îïðåäåëåíèå ñâåðòêè ðàñïðåäåëåíèé f, g ∈ D′(Rn):

(f ∗ g, φ) = ((f × g)(x, y), φ(x+ y)).

Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (x, y) 7→ φ(x + y) íå ëåæèò â D′(R2n).
Åñòåñòâåííî ãëàäêî ñðåçàòü φ(x+ y) íà áîëüøîé êîìïàêò, ïðèìåíèòü f × g è ïåðåéòè ê
ïðåäåëó. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ηk ∈ D(Rn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê åäèíèöå
â Rn, åñëè ôóíêöèè ηk ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòà K ñóùåñòâóåò N , òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ηk(x) = 1, x ∈ K,
k ⩾ N . Ñâåðêà ðàñïðåäåëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë

lim
k→∞

((f × g)(x, y), ηk(x, y)φ(x+ y))

â ñëó÷àå, åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ D(Rn) è ëþáîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ηk, ñõîäÿùåéñÿ ê åäèíèöå â R2n (ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë
îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà D(Rn), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì).

Óïðàæíåíèå 82. Ñâåðòêà ðàñïðåäåëåíèé f ∗ g ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ñâåðòêà g ∗ f , ïðè÷åì f ∗ g = g ∗ f .

Âñïîìíèì, ÷òî K � ýòî íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ D′(Ω), åñëè K ⊂ Ω � íàèìåíüøåå
ïî âêëþ÷åíèþ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî (f, φ) = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ D(Ω)
òàêîé, ÷òî suppφ ⊂ Ω \K.

Ïðèìåð 19. Íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ δSR
, îò êîòîðîãî ìû ñ÷èòàëè ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå, ðàâåí SR. Äåéñòâèòåëüíî,
∫
SR
φ = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ C0(R3 \K) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà K = SR.

Ïðèìåð 20. Ïðîèçâîäíûå îáîáùåííûõ ôóíêöèé íå óâåëè÷èâàþò èõ íîñèòåëè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, (suppDαf, φ) = 0 äëÿ ëþáîé äëÿ ëþáîé f ∈ D′(Ω) è äëÿ ëþáîé φ ∈ D(Ω):
suppφ ⊂ Ω \ supp f . Òàêèì îáðàçîì, suppDαf ⊂ supp f .

Óïðàæíåíèå 83. Åñëè f ∈ D′(Ω) è ôóíêöèÿ ψ ∈ C∞(Ω) ðàâíà åäèíèöå â îêðåñòíîñòè
supp f , òî ψf = f .
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Ïðèìåð 21. Åcëè íîñèòåëü f ∈ D′(Rn) � êîìïàêòåí, òî f ∗ g ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé
îáîáùåííîé ôóíêöèè g ∈ D′(Rn). ×òîáû óáåäèòñÿ â ýòîì, âîçüìåì φ ∈ D(Rn), îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Kf , Kφ êîìïàêòû, ñîäåðæàùèå íåêîòîðûå îêðåñòíîñòè íîñèòåëåé supp f ,
suppφ, ñîîòâåòñòâåííî, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

K = {(x, y) : x ∈ Kf} ∩ {(x, y) : x+ y ∈ suppKφ} = {(x, y) : x ∈ Kf , y ∈ Kφ −Kf}.
ßñíî, ÷òî K � êîìïàêò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè η � ãëàäêèé ñïóñê ñ K, ηsupp f � ãëàäêèé
ñïóñê ñ åäèíèöû ñ supp f c íîñèòåëåì â Kf , à ηk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç D(Rn),
ñõîäÿùàÿñÿ ê åäèíèöå, òî

(f × g, ηk(x, y)φ(x+ y)) = (f × g, ηsupp f (x)ηk(x, y)φ(x+ y)) = (f × g, ηK(x, y)φ(x+ y))

ïðè áîëüøèõ k (ñòîëü áîëüøèõ, ÷òî ηk = 1 íà íîñèòåëå ηK). Ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðòêà
f ∗ g ñóùåñòâóåò.
Óïðàæíåíèå 84. Åcëè supp f1,2 ⊂ [0,+∞), òî ñóùåñòâóåò f1 ∗ f2. Êàê îáîáùèòü ýòî
óñëîâèå äëÿ Rn?

Óïðàæíåíèå 85. Ðàâåíñòâî f ∗ δ0 = f ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî f ∈ D′(Ω).

Óïðàæíåíèå 86. Åñëè ñóùåñòâóåò ñâåðòêà f ∗ g, òî äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α
ñóùåñòâóþò ñâåðòêè Dαf ∗ g, f ∗Dαg, ïðè÷åì

Dα(f ∗ g) = Dαf ∗ g = f ∗Dαg.

Óêàçàíèå: åñëè ηk ñõîäèòñÿ ê åäèíèöå, òî ηk(x, y)+η
′
xi
(x, y) òàêæå ñõîäèòñÿ ê åäèíèöå.

Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü η′xi
(x, y) ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ïîäõîäÿùåì ñìûñëå.

Óïðàæíåíèå 87. Åñëè E0 � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà L è ñóùåñòâóåò
ñâåðòêà f ∗ E0, òî L(f ∗ E0) = f .

Âñïîìíèì, êàê íàõîäèòü ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ îäíîìåðíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ:

Óïðàæíåíèå 88. Ïóñòü P = dn

dxn + an−1(x)
dn−1

dxn−1 + . . . + a1(x)
d
dx

+ a0(x) � äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå Z ∈ Cn(R) óðàâíåíèÿ P (Z) = 0, òàêîå, ÷òî Z(k)(0) = 0, k = 0, . . . n − 2,
Z(n−1)(0) = 1. Òîãäà E0 = θZ � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ P , òî åñòü P (E0) = δ0.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàéäåííîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå � åäèíñòâåííîå, îáëàäàþùåå
ñâîéñòâîì supp E0 ⊂ R+.

Óïðàæíåíèå 89. Â óïðàæíåíèè 88 ðàñïðåäåëåíèå E0 � åäèíñòâåííîå ôóíäàìåíòàëü-
íîå ðåøåíèå ñ íîñèòåëåì íà R+ äëÿ îïåðàòîðà L. Óêàçàíèå: E0 = δ0 ∗ E0.
Ïðèìåð 22. Ïóñòü f ∈ L1(R2), u1 ∈ L1(R), u0 ∈ C(R) � ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì, è ïóñòü

u = E0 ∗ (f(x, t) + u0(x)δ
′
0(t) + u1(x)δ0(t)),

ãäå E0 � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (çäåñü u0(x)δ
′
0(t) = u0(x)×

δ′0(t), u1(x)δ0(t) = u1(x)× δ0(t), êðîìå òîãî, ìû ïðîäîëæèëè f íóëåì ïðè t < 0). Òîãäà

u =
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, t) dξ dτ +
1

2a

∫ x+at

x−at

u1(ξ) dξ +
1

2
(u0(x+ at) + u0(x− at)),

òî åñòü ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå Äàëàìáåðà ðåøåíèÿ âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîâåðèì ýòîò ôàêò â ñëó÷àå, êîãäà u0 = u1 = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìû
äîëæíû âçÿòü φ ∈ D(R2) è ïîñ÷èòàòü

(E0 ∗ f, φ) = lim
k→∞

(E0(t, x)× f(s, y), ηk((x, t), (y, s))φ(x+ y, s+ t)),
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òî åñòü

lim
k→∞

∫
R

∫
R

∫
R

∫
R
E0(x, t)f(y, s)ηk((x, t), (y, s))φ(x+ y, s+ t) dxdtdyds

Âñïîìèíàÿ, ÷òî E0 = 1
2a
θ(at − |x|) îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè |x| > at, à f , φ èìåþò

êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí∫
R

∫
R

∫
R

∫
R
E0(x, t)f(y, t)φ(x+ y, s+ t) dxdtdyds,

ãäå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îáíóëÿåòñÿ âíå êîìïàêòà â R4. Ìû õîòèì çàïèñàòü
ýòî âûðàæåíèå â âèäå

(G,φ) =

∫
R

∫
R
G(ξ, τ)φ(ξ, τ) dξdτ

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè G. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = ξ − y, t = τ − s:∫
R

∫
R

∫
R

∫
R
E0(ξ − y, τ − s)f(y, s)φ(ξ, τ) dydsdξdτ.

Èíûìè ñëîâàìè,

G(ξ, τ) =

∫
R

∫
R
E0(ξ − y, τ − s)f(y, s) dyds,

=
1

2a

∫ τ

0

∫
R
θ(a(τ − s)− |ξ − y|)f(y, s) dyds,

=
1

2a

∫ τ

0

∫ ξ+a(τ−s)

ξ−a(τ−s)

f(y, s) dyds

� òàê æå, êàê è â ôîðìóëå Äàëàìáåðà. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî f ðàñïðåäåëåíèå u0(x)δ
′
0(t)+

u1(x)δ0(t), ëåãêî ýâðèñòè÷åñêè ïðîâåðèòü ôîðìóëó äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ÷ëåíîâ. Çàòåì
ìîæíî ñòðîãî äîêàçàòü åå.

Óïðàæíåíèå 90. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, â êîòîðîì f = 0, u1 = 0.

Óïðàæíåíèå 91. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, â êîòîðîì f = 0, u0 = 0.

Óïðàæíåíèå 92. Íàéäèòå ðåøåíèå (â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû) óðàâíåíèÿ âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ íà R äëÿ u1 = δ−1(x) + δ1(x), u0 = 0. Êàêîâ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ðåøåíèÿ?
(ïðè êàêèõ ôèçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ñòðóíà ïîâåäåò ñåáÿ òàêèì îáðàçîì?)

Óïðàæíåíèå 93. Äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (t ∈ R+, îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé
x ∈ R3)

utt − a2∆u(x, t) = f(x, t), u(x, 0) = u0(x), u′t(x, 0) = u1(x)

îáîáùåííàÿ çàäà÷à Êîøè ñòàâèòñÿ â âèäå

utt − a2∆u(x, t) = f(x, t) + u0(x)δ
′
0(t) + u1(x)δ0(t),

ãäå f(x, t) ïðîäîëæåíî íóëåì ïðè t < 0. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ ðåøàåò îáîáùåííóþ çàäà÷ó â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé.

Óïðàæíåíèå 94. Äîêàæèòå ôîðìóëó Êèðõãîôà

u(x, t) =
1

4π2a2t

∫
|ξ−x|=at

u1 dS

äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R3 â ñëó÷àå f = u0 = 0, îòòàë-
êèâàÿñü îò ôîðìóëû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ:

E0(x, t) =
θ(t)

4πa2t
δSat(x), SR = {x ∈ R3 : ∥x∥ = 1}.
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Óïðàæíåíèå 95. Âûâåäèòå ôîðìóëó Êèðõãîôà äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ â R3 â ñëó÷àå f = u1 = 0 è â ñëó÷àå u0 = u1 = 0.

6. Çàíÿòèå 6. Ìåòîä áåãóùèõ âîëí äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

6.1. Ìåòîä îòðàæåíèé/ìåòîä áåãóùèõ âîëí. Ôîðìóëà Äàëàìáåðà,

u =
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ) dξ dτ +
1

2a

∫ x+at

x−at

u1(ξ) dξ +
1

2
(u0(x+ at) + u0(x− at)),

êîòîðóþ ìû óæå âûâåëè ñ âîìîùüþ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà âñåé îñè âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(x, t) = f(x+ at) + g(x− at) (8)

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f , g íà R. Îíè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê óõîäÿùàÿ (âëåâî) è
ïðèõîäÿùàÿ (ñëåâà) áåãóùèå âîëíû. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå (êîãäà âñå ïðîèçâîäíûå
ñóùåñòâóþò è ïîíèìàþòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå) ôîðìóëó Äàëàìáåðà ìîæíî âûâåñòè èç
ïðåäñòàâëåíèÿ (8) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé u(x, 0) = u0(x), u

′
t(x, 0) = u1(x):

Óïðàæíåíèå 96. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � âûïóêëàÿ îáëàñòü, è ïóñòü utt − a2uxx = 0 äëÿ
íåêîòîðîé ôóíêöèè u ∈ C2(Ω). Òîãäà åñëè ξ = x+ at, η = x− at, òî ôóíêöèÿ ũ(ξ, η) =
u(x(ξ, η), t(ξ, η)) â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ũξη = 0, òî
åñòü èìååò âèä ũ = f(ξ) + g(η) äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f , g.

Óïðàæíåíèå 97. Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ïðåäñòàâëåíèå Äàëàìáåðà
äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà R,

utt − a2uxx = 0, u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ R,
ïðè óñëîâèÿõ u ∈ C2(R), u1 ∈ C1(R).

Ïðåäñòàâëåíèå (8) îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì, êîãäà âîëíîâîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ
íà ïîëóîñè èëè íà èíòåðâàëå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì äîáàâëÿþòñÿ îäíî
êðàåâîå, îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå ëåâîãî êîíöà ñòðóíû:

Óïðàæíåíèå 98. Ðåøèòü óðàâíåíèå

utt − 4uxx = 16t2, u(x, 0) = x4/6, ut(x, 0) = 2 sinx, u(0, t) = 4t4, x ⩾ 0, t ⩾ 0.

Îòâåò: u(x, t) = 4t4 + 4t2x2 + x4

6
+ sin 2t sin x.

Óïðàæíåíèå 99. Ðåøèòü óðàâíåíèå

utt − 4uxx = 6xt, u(x, 0) = x3, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = t3, x ⩾ 0, t ⩾ 0.

Îòâåò: u(x, t) = 1
2
(x+2t)3+ 1

2
(x−2t)3+xt3 ïðè x ⩾ 2t, u(x, t) = 1

2
(x+2t)3+ 3

8
(x−2t)3+xt3

ïðè x < 2t.

Ìåòîä áåãóùèõ âîëí ìîæíî �àëãîðèòìèçèðîâàòü� ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðèìåð 23. Íàéäåì ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíû ñ çà-
êðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì:

utt − a2uxx = 0, u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), u(0, t) = 0, x, t ∈ R+,

ïðè óñëîâèÿõ u ∈ C2(R+), u1 ∈ C1(R+), u0(0) = u′′0(0) = u1(0) = 0. Ðàññìîòðèì îáëàñòü
Ω = (0,+∞)×(0,+∞). Êàê ìû âûÿñíèëè, ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ýòîé îáëàñòè
äîëæíî èìåòü âèä (8). Ïîïûòàåìñÿ íàéòè ôóíêöèè f , g èñõîäÿ èç íà÷àëüíî-êðàåâûõ
óñëîâèé. Èç óñëîâèÿ u(0, t) = 0 ñëåäóåò, ÷òî

f(at) + g(−at) = 0,
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òî åñòü
u(x, t) = f(x+ at)− f(−(x− at)), x ⩾ 0.

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f íà R. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî u(x, 0) =
f(x) − f(−x) ïðîäîëæàåòñÿ íà R− êàê íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ïî x. Àíàëîãè÷íî, ïðîèç-
âîäíàÿ ut(x, 0) = af ′(x) − af ′(−x) ïðîäîëæàåòñÿ íà R− êàê íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ïî x.
Ýòî ìîòèâèðóåò íàñ ïðîäîëæèòü u0, u1 íå÷åòíûì îáðàçîì íà R− (íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ ïîçâîëÿþò íàì ýòî ñäåëàòü ñ ñîõðàíåíèåì ãëàäêîñòè!). Îáîçíà÷èì ïðîäîëæåíèå
÷åðåç ũ(x, t), ũ0(x), ũ1(x). Çàìåòèì, ÷òî

ũ(x, t) = f(x+ at)− f(−(x− at)), u(x, 0) = ũ0(x), ũt(0, x) = u1(x), x ∈ R, t ∈ R+.

Ýòó çàäà÷ó ìû óæå óìååì ðåøàòü (ñì. óïðàæíåíèå 96), îòâåò äàåòñÿ ôîðìóëîé
Äàëàìáåðà:

ũ(x, t) =
1

2
(ũ0(x+ at) + ũ0(x− at) +

1

2a

∫ x+at

x−at

ũ1(s) ds. (9)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóæåíèå ũ(x, t) îáðàòíî íà R+ (ïî x) ðåøàåò èñõîäíóþ çàäà÷ó.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà êîíêðåòèêó ïðîöåäóðû, îïèñàííîé âûøå, ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷ ñ ÿâíûìè ôóíêöèÿìè ïðîùå äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê ìû äåéñòâîâàëè ïðè
ðåøåíèè óïðàæíåíèé 98 è 99 (çàïèñûâàòü ðåøåíèå â âèäå áåãóùèõ âîëí è íàõîäèòü
íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f , g). Âîò åùå çàäà÷à è ïðèìåð íà òó æå òåìó.

Óïðàæíåíèå 100. Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à

utt − a2uxx = 0, u(x, 0) = 0, ut(0, x) = 0, u(0, t) = ψ(t), x, t ∈ R+,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = θ(at− x)ψ(t− x/a) åñëè ψ ∈ C2(R+) è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ ψ(0) = ψ′(0) = ψ′′(0) = 0.

Ïðèìåð 24. Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ äâóìÿ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè

utt−a2uxx = 0, u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, 0 ⩽ x ⩽ ℓ, t ∈ R+,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà (9) (ïðè ýòîì íà ôóíêöèè u0, u1 íàêëàäûâàþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: u0(0) = u0(ℓ) = u1(0) = u1(ℓ) = u′′0(0) = u′′0(ℓ) = 0, u0 ∈ C2[0, ℓ],
u1 ∈ C1[0, ℓ]). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì îáùèé âèä ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

u(x, t) = f(x+ at) + g(x− at)

Èç îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå x ∈ [0, ℓ], t ∈ R+ âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà
R+, à ôóíêöèÿ g � íà ìíîæåñòâå (−∞, ℓ]. Åñëè ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì
óñëîâèÿì, ñóùåñòâóåò, òî

f(ξ) = −g(−ξ), f(ℓ+ ξ) = −g(ℓ− ξ), ξ ⩾ 0.

Ôóíêöèè f , g, âõîäÿùèå â ýòè äâà óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå f̃ ,
g̃ íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé

f̃(ξ) = −g̃(−ξ), f̃(ℓ+ ξ) = −g̃(ℓ− ξ), ξ ∈ R. (10)

Â ñàìîì äåëå, ïåðâîå óðàâíåíèå ïðîäîëæàåò f íà ìíîæåñòâî [−ℓ, 0], çàòåì âòîðîå
óðàâíåíèå ïðîäîëæàåò g íà [ℓ, 3ℓ], çàòåì ïåðâîå óðàâíåíèå ïðîäîëæàåò f íà ìíîæå-
ñòâî [−3ℓ,−ℓ], çàòåì âòîðîå óðàâíåíèå ïðîäîëæàåò g íà ìíîæåñòâî [3ℓ, 5ℓ] � è ò.ä.
Òàê êàê êàæäûé ðàç ïðè ïðîäîëæåíèè íå âîçíèêàåò ñâîáîäû âûáîðà, ýòî ãàðàíòèðóåò
åäèíñòâåííîñòü. Â òî æå âðåìÿ, ïðîöåäóðà ïðîäîëæåíèÿ äîîïðåäåëÿåò ôóíêöèè f, g
êàæäûé ðàç íà íîâûõ ìíîæåñòâàõ, è äîîïðåäåëåíèå ôóíêöèé íå ïðèâîäèò ê íàðóøå-
íèþ (10) íà ñòàðûõ ìíîæåñòâàõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ (10)
áóäóò âûïîëíÿòñÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ

ũ(x, t) = f̃(x+ at) + g̃(x− at) = f̃(x+ at)− f̃(−(x− at)), x ∈ R, t ∈ R+.
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Çàìåòèì, ÷òî
ũ(x, 0) = f̃(x)− f̃(−x), x ∈ R,

è ÷òî
f̃(ℓ+ ξ) = −g̃(ℓ− ξ) = −g̃(−(ξ − ℓ)) = f̃(ξ − ℓ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ũ(x+ ℓ, 0) = f̃(x+ ℓ)− f̃(−(x− ℓ)) = f̃(x− ℓ)− f̃(−(x+ ℓ)) = u(x− ℓ, 0).

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ ũ(x, 0) � íå÷åòíà è 2ℓ-ïåðèîäè÷íà. Ïðîäîëæèì u0 íå÷åòíûì è 2ℓ-
ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì íà R. Îáîçíà÷èì ïðîäîëæåíèå ÷åðåç ũ0. Òîãäà

ũ(x, 0) = ũ0(x), x ∈ R.
Àíàëîãè÷íî,

f̃ ′(ξ) = −g̃′(−ξ), f̃ ′(ℓ+ ξ) = −g̃′(ℓ− ξ), ξ ∈ R.
Çíà÷èò, ôóíêöèÿ

ũt(x, 0) = af̃ ′(x)− af̃ ′(−x)
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé è 2ℓ-ïåðèîäè÷åñêîé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû ïðîäîëæèì u1 íå÷åò-
íûì è 2ℓ-ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì, òî äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ũ1 áóäåò âûïîëíÿòñÿ

ũt(x, 0) = ũ1(x), x ∈ R.
Èòàê, äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ũ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ũtt − a2ũxx = 0, ũ(x, 0) = ũ0(x), ũt(x, 0) = ũ1(x).

Çíà÷èò, ũ(x, t) èìååò âèä (9), ãäå íà÷àëüíûå äàííûå ũ0, ũ1 îïðåäåëåíû íà âñåé îñè
è ïîëó÷åííû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ũ0, ũ1 � 2ℓ-ïåðèîäè÷åñêèå íå÷åòíûå ôóíêöèè ñîâ-
ïàäàþùèå ñ u0, u1 íà [0, ℓ]. Íà ôóíêöèè u0, u1 íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
u0(0) = u0(ℓ) = u1(0) = u1(ℓ) = u′′0(0) = u′′0(ℓ) = 0, u0 ∈ C2[0, ℓ], u1 ∈ C1[0, ℓ]. Ñóæàÿ u
îáðàòíî íà [0, ℓ]×R+, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è â âèäå (9) c u(x, t) â ëåâîé
÷àñòè.

Óïðàæíåíèå 101. Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ äâóìÿ ñâîáîäíî ñêîëü-
çÿùèìè êîíöàìè,

utt−a2uxx = 0, u(x, 0) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), u′x(0, t) = u′x(ℓ, t) = 0, 0 ⩽ x ⩽ ℓ, t ∈ R+,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà (9). Ïðè ýòîì îíî îòâå÷àåò íà÷àëüíûì äàííûì
ũ0, ũ1 íà âñåé îñè, ïîëó÷åííûì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ũ0, ũ1 � 2ℓ-ïåðèîäè÷åñêèå ÷åòíûå
ôóíêöèè ñîâïàäàþùèå ñ u0, u1 íà [0, ℓ]. Íà ôóíêöèè u0, u1 íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ: u′0(0) = u′1(0) = u′0(ℓ) = u′1(ℓ) = 0, u0 ∈ C2[0, ℓ], u1 ∈ C1[0, ℓ].

Âîò çàäà÷à äëÿ òðåíèðîâêè äîìà:

Óïðàæíåíèå 102. Ðåøèòü çàäà÷ó

utt = uxx + 2, u(x, 0) = x+ cos x, u′t(x, 0) = 1, u′x(0, t) = 1, t ⩾ 0, x ⩾ 0.

Îòâåò: x+ t+ t2 + cos x cos t.

Áîëüøå ïðî ìåòîä îòðàæåíèÿ è åãî ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìîæíî ïðî÷èòàòü
â êíèãå Âëàäèìèðîâ B.C., Æàðèíîâ Â. Â. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè: Ó÷åá-
íèê äëÿ âóçîâ (ñòðàíèöà 189 è äàëåå). Çàäà÷è ìîæíî áðàòü èç ïàðàãðàôà 21 çàäà÷íèêà
Ñáîðíèê çàäà÷ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïîä ðåä. Â. Ñ. Âëàäèìèðîâà.
Ôèçìàòëèò, 2001.
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7. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà. Âàðèàíò 1

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå (⋆(df))(e1, e2) â òî÷êå p äëÿ ôóíêöèè f(x, y, z) = z sinx + y2 íà
âåêòîðàõ ei, çàäàííûõ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå,

p =

 1
−1
1

 , e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
2
4

 .

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà div f̃ â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå F ,
x = cosh τ cos θ cosφ,

y = cosh τ cos θ sinφ,

z = sh τ sin θ,

τ ∈ (0,+∞), θ ∈ (−π/2, π/2), φ ∈ (−π, π).

Ïîëå f̃ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì â ëîêàëüíîì íîðìèðîâàííîì áàçèñå (v̂1, v̂2, v̂3) ñèñòåìû êî-

îðäèíàò F , òî åñòü èçâåñòíî ðàçëîæåíèå f(w) = f̃(F (w)) = f1(w)v̂1 + f2(w)v̂2 + f3(w)v̂3
â êàæäîé òî÷êå w ∈ (0,+∞)× (−π/2, π/2)× (−π, π).

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ëþáîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà f 7→ d2f
dx2 − 16f .

Ïðîâåðüòå ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ � äåéñòâèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàñïðåäåëåíèé f, g ∈ D′(R2) ñ íîñèòåëåì â
êâàäðàíòå R+ × R+ îïðåäåëåíà ñâåðòêà f ∗ g.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à

utt − a2uxx = 0, u(x, 0) = 0, ut(0, x) = 0, u(0, t) = ψ(t), x, t ∈ R+,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = θ(at − x)ψ(t − x/a) åñëè ψ ∈ C2(R+) è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ ψ(0) = ψ′(0) = ψ′′(0) = 0.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è:

utt = uxx − 4u (0 < x < 1); u(0, t) = u(1, t) = ut(x, 0) = 0, u(x, 0) = x2 − x.
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8. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà. Âàðèàíò 2

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f = (f1, f2, f3) : R3 → R3 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

rot f =


∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

 = (⋆(df b))#.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà rot f̃ â ïðîèçâîëüíîé ïðàâèëüíîé îðòî-
ãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò F : Ω → R3. Ïîëå f̃ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì â ëîêàëüíîì
íîðìèðîâàííîì áàçèñå (v̂1, v̂2, v̂3) ñèñòåìû êîîðäèíàò F , òî åñòü èçâåñòíî ðàçëîæåíèå

f(w) = f̃(F (w)) = f1(w)v̂1 + f2(w)v̂2 + f3(w)v̂3 â êàæäîé òî÷êå w ∈ Ω.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ëþáîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà f 7→ d2f
dx2 + 16f .

Ïðîâåðüòå ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ � äåéñòâèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ D′(R) ïîðÿäêà 1 ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìåðà ñ µ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è êîíå÷íîé
âàðèàöèåé, òàêàÿ, ÷òî f = µ′ (ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé). Óêàçàíèå:
èñïîëüçóéòå òåîðåìó îá îáùåì âèäå ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà C(K).

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

utt = uxx + 2, u(x, 0) = x+ cos x, u′t(x, 0) = 1, u′x(0, t) = 1, t ⩾ 0, x ⩾ 0.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è:

utt + ut = uxx (0 < x < 1); u(0, t) = t, u(1, t) = u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 1− x.

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ u− t(1− x).
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9. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà. Âàðèàíò 3

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f = (f1, f2, f3) : R3 → R3

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî div rot f = 0. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ div, rot â
òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆f̃ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

F (r, φ, z) =

r cosφr sinφ
z


Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåíèå f = (x2 + 1) · (|x − 1|)′′ ëåæèò â êëàññå S ′(R) è
íàéäèòå åãî çíà÷åíèå íà òåñòîâîé ôóíêöèè e−x2

.

Çàäà÷à 4. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f ïî ïðàâèëó

f : φ 7→ p.v.

∫
R

φ(x)

x
dx, φ ∈ S(R).

Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñóùåñòâó-
åò) è f ∈ S ′(R).
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ äâóìÿ ñâîáîäíî ñêîëüçÿùèìè
êîíöàìè,

utt−a2uxx = 0, u(x, 0) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), u′x(0, t) = u′x(ℓ, t) = 0, 0 ⩽ x ⩽ ℓ, t ∈ R+,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà

ũ(x, t) =
1

2
(ũ0(x+ at) + ũ0(x− at) +

1

2a

∫ x+at

x−at

ũ1(s) ds.

Ïðè ýòîì îíî îòâå÷àåò íà÷àëüíûì äàííûì ũ0, ũ1 íà âñåé îñè, ïîëó÷åííûì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ũ0, ũ1 � 2ℓ-ïåðèîäè÷åñêèå ÷åòíûå ôóíêöèè ñîâïàäàþùèå ñ u0, u1 íà [0, ℓ]. Íà
ôóíêöèè u0, u1 íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: u′0(0) = u′1(0) = u′0(ℓ) = u′1(ℓ) = 0,
u0 ∈ C2[0, ℓ], u1 ∈ C1[0, ℓ].

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è:

utt = uxx + x (0 < x < π); u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = sin 2x, ut(x, 0) = 0.
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10. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà. Âàðèàíò 4

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f = (f1, f2, f3) : R3 → R3

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî rot grad f = 0. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ grad, rot â
òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ⋆dω â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

F (r, φ, z) =

r cosφr sinφ
z


äëÿ ôîðìû ω = φz dω̂1 + rz dω̂2 + rφ dω̂3.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåíèå f = (x2 + 1) · (|x − 1|)′′ ëåæèò â êëàññå S ′(R) è
íàéäèòå åãî çíà÷åíèå íà òåñòîâîé ôóíêöèè e−x2

.

Çàäà÷à 4. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f ïî ïðàâèëó

f : φ 7→ p.v.

∫
R

φ(x)− xφ′(x)

x3
dx, φ ∈ S(R).

Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñóùåñòâó-
åò) è f ∈ S ′(R).
Çàäà÷à 5. Ðåøèòå çàäà÷ó

utt = uxx, t > 0, x > 0, u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 1, ux(x, 0) = cos t.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è:

utt = uxx + x (0 < x < π); u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = sin 2x, ut(x, 0) = 0.
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